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1. Einleitung
Ein bei Exzitonen in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern auftretendes Pha¨-
nomen sind sogenannte exzeptionelle Punkte. Ihre Untersuchung bietet eine einzigartige
Mo¨glichkeit, theoretische Vorhersagen und Berechnungen experimentell zu verifizieren,
wobei sich die vorliegende Masterarbeit auf die theoretischen Aspekte konzentriert. Als
Einstieg folgt hierzu eine kurze Einfu¨hrung in das Thema sowie ein U¨berblick u¨ber den
Aufbau der Arbeit.
1.1. Motivation und Einfu¨hrung in das Thema
Das Wasserstoffatom in a¨ußeren elektrischen und magnetischen Feldern ist ein wichti-
ges Beispiel fu¨r ein Quantensystem, das einerseits im Experiement zuga¨nglich ist und
sich andererseits in der Theorie numerisch behandeln la¨sst. Es ist daher besonders zur
experimentellen U¨berpru¨fung theoretischer Vorhersagen geeignet. Anders herum kann
das Wasserstoffatom auch als Modell dienen, um gemessene Daten theoretisch zu ver-
stehen. So wurde z. B. 2014 von Kazimierczuk et al [1] bei Rydberg-Exzitonen in Cu2O
ein wasserstoffa¨hnliches Spektrum nachgewiesen, welches sich im Rahmen eines was-
serstoffartigen Modells in einer ersten Na¨herung erkla¨ren la¨sst. Die aus einem negativ
geladenen Elektron und einem positiv geladenen Loch bestehenden Exzitonen stellen
in diesem Fall das Festko¨rperanalogon zum Wasserstoffatom dar, wobei sie mit hoher
Pra¨zision im Kristall platziert und bewegt werden ko¨nnen [1].
Wie auch im Wasserstoffatom existieren in Exzitonen nicht nur gebundene Zusta¨nde.
Oberhalb der Ionisationskante ko¨nnen quasigebundene oder metastabile Zusta¨nde ge-
funden werden, die sogenannten Resonanzen. Sie besitzen eine charakteristische Energie
(oder Position im Energieraum) und eine Breite, welche ihre Lebensdauer bestimmt. Zu
ihrer mathematischen Beschreibung muss die hermitesche Quantenmechanik um nicht-
hermitesche Operatoren erweitert werden, was z. B. nach Reinhardt [2] durch die Einfu¨h-
rung komplexer Koordinaten erreicht werden kann. Dadurch werden komplexe Energie-
eigenwerte mo¨glich, welche u¨ber ihren Real- und Imagina¨rteil die Energie und die Breite
von Resonanzen beschreiben.
Analog zu gebundenen Zusta¨nden ko¨nnen Resonanzen ebenfalls entarten, d. h. ihre Ener-
gie und ihre Breite werden gleich. Eine besondere Form einer solchen Entartung ist der
exzeptionelle Punkt. An diesem entarten nicht nur die Energieeigenwerte, sondern auch
die zugeho¨rigen Eigenvektoren [3]. Exzeptionelle Punkte finden sich in Systemen, die von
mindestens zwei Parametern abha¨ngen. Im Falle eines isolierten exzeptionellen Punktes
5
1. Einleitung
lassen sich die beteiligten Zusta¨nde nach Heiss [4] u¨ber ein zweidimensionales Matrixmo-
dell beschreiben. Bei einer vollsta¨ndigen, adiabatischen Umkreisung eines exzeptionellen
Punktes im Parameterraum vertauschen die beiden beteiligten Eigenwerte ihre Position
im Energieraum. Dieses Vertauschungsverhalten la¨sst sich auch in den Knotenlinien der
Wellenfunktionen der beiden beteiligten Zusta¨nde betrachten, es kommt zum Auftre-
ten geometrischer Phasen, wie z. B. Jahre 2004 von Dembowski et al [5] in dissipativen
Mikrowellenresonatoren nachgewiesen.
Fu¨r das Wasserstoffatom in gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern wurde das
Auftreten exzeptioneller Punkte im Jahre 2008 im Rahmen einer Doktorarbeit von Hol-
ger Cartarius [6] gezeigt. Darauf aufbauend werden in dieser Masterarbeit im System des
Exzitons in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern (ebenfalls wasserstoffarti-
ges Modell) exzeptionelle Punkte gesucht und ihre Eigenschaften erforscht. Die Motivati-
on fu¨r den Schritt weg vom Wasserstoffatom und hin zum Exziton im Festko¨rper liegt in
der experimentellen U¨berpru¨fbarkeit. Beim Wasserstoffatom sind exzeptionelle Punkte
nur fu¨r hohe Quantenzahlen experimentell zuga¨nglich, da die erzeugbaren elektrischen
und magnetischen Feldsta¨rken in Labor begrenzt sind. Zur Beobachtung exzeptioneller
Punkten bei niedrigen Quantenzahlen wa¨ren wesentlich ho¨here Feldsta¨rken notwendig.
Auf theoretischer Seite sind jedoch nur Rechnungen fu¨r kleine Quantenzahlen mo¨glich,
da fu¨r die Berechnung exzeptioneller Punkte bei ho¨heren Quantenzahlen immer mehr
Zusta¨nde der Wasserstoffatoms mit beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Dadurch steigt ei-
nerseits die Gro¨ße der hierfu¨r notwendigen Matrizen bis an die numerische Grenze an,
andererseits wird dann auch eine immer gro¨ßere Rechenzeit beno¨tigt. Beim Exziton
sind, bedingt durch die Festko¨rpereigenschaften, wesentlich geringere Sta¨rken der ex-
ternen Felder no¨tig, um eine hinreichend große Wechselwirkung der einzelnen Niveaus
zur Bildung exzeptioneller Punkte auch fu¨r niedrige Quantenzahlen zu ermo¨glichen. Sie
bilden dadurch ein theoretisch und experimentell zuga¨ngliches System.
1.2. Aufbau der Arbeit
Kapitel 2 der vorliegenden Masterarbeit behandelt die theoretischen Grundlagen und
Hintergru¨nde. Beginnend mit einer U¨bersicht zu Resonanzen wird die Notwendigkeit
komplexer Koordinaten motiviert und diese im Rahmen der komplexen Rotation einge-
fu¨hrt. Anschließend folgt eine Darstellung zu den Eigenschaften exzeptioneller Punkte,
welche an einem einfachen Beispiel erla¨utert werden. Der dritte Teil der Grundlagen
behandelt dann das eigentliche Thema der Arbeit: das Exziton in parallelen elektrischen
und magnetischen Feldern. Beginnend mit der Motivation und einer Diskussion zur Gu¨l-
tigkeit des wasserstoffartigen Exzitonenmodells folgt die Modellierung des Exzitons in
parallelen elektrischen und magnetischen Feldern. Anschließend werden die notwendigen
Umrechnungen zur numerischen Lo¨sung der verallgemeinerten Eigenwertgleichung ge-
zeigt und die hierfu¨r no¨tigen numerischen Methoden angesprochen. Da im Rahmen dieser
Masterarbeit nicht nur die Eigenwerte, sondern auch die Wellenfunktionen der Zusta¨nde
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eines exzeptionellen Punktes untersucht werden, folgt die Herleitung ihrer Ortsdarstel-
lung in semiparabolischen Koordinaten. Kapitel 3 schildert den Nachweis exzeptioneller
Punkte bei Exzitonen in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern. Das hierfu¨r
no¨tige Vertauschungsverhalten der Eigenwerte wird dabei ausgehend von vermiedenen
Kreuzungen zwischen zwei Resonanzen untersucht.
Kapitel 4 handelt von der Berechnung der exakten Position eines exzeptionellen Punk-
tes in Parameter- und Energieraum. Als grundlegend wird hier die Beschreibung der
beiden an der Bildung eines exzeptionellen Punktes beteiligten Resonanzen durch ein
zweidimensionales Matrixmodell betrachtet. Im Rahmen einer linearen Na¨herung in den
Feldsta¨rken entsteht hieraus die Dreipunktmethode von Uzdin et al [7], die jedoch einige
Probleme aufweist und sehr rechenintensiv ist. Ein großer Teil der vorliegenden Master-
arbeit schildert deshalb die Entwicklung einer neuen Methode (Oktagonmethode) zum
Auffinden von exzeptionellen Punkten unter Beru¨cksichtigung quadratischer Terme in
den Feldsta¨rken. Anschließend werden Beispiele der so gefunden exzeptionellen Punkte
graphisch dargestellt und tabellarisch mit den zugeho¨rigen Feldsta¨rken aufgefu¨hrt, um
eine experimentelle U¨berpru¨fung dieser Ergebnisse zu ermo¨glichen.
Kapitel 5 befasst sich mit der Visualisierung der Wellenfunktionen der an der Bildung ei-
nes exzeptionellen Punktes beteiligten Zusta¨nde. Beginnend mit der Visualisierung einer
einzelnen Resonanz folgt eine Diskussion zur Abha¨ngigkeit vom Konvergenzparameter
einer komplexen Rotation. Anschließend wird das Vertauschungsverhalten dieser Wel-
lenfunktionen bei adiabatischer Umkreisung eines EP in Bild und Video dokumentiert
und diskutiert. Zuletzt findet sich ein Abschnitt zur Visualisierung der Wellenfunktion
direkt am exzeptionellen Punkt.
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2. Grundlagen
Im Abschnitt 2.1 der vorliegenden Masterarbeit werden die zum Versta¨ndnis von ex-
zeptionellen Punkten beno¨tigten physikalischen Grundlagen aufgefu¨hrt. Angefangen mit
Resonanzen als metastabile Zusta¨nde folgt ihre Beschreibung durch die komplexe Rota-
tion. Der folgende Abschnitt 2.2 behandelt die Grundlagen zu exzeptionellen Punkten,
welche aus diesen Resonanzen entstehen, erst allgemein, dann anhand eines sehr einfa-
chen, aber anschaulichen Beispiels.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden Exzitonen in parallelen elektrischen und magneti-
schen Feldern anhand eines wasserstoffartigen Modells untersucht. Der Hamiltonope-
rator dieses Systems, sowie seine Matrixdarstellung sind Gegenstand des letzten großen
Abschnitts 2.3 der Grundlagen. Hier findet sich auch eine Herleitung der Ortsdarstellung
einer Wellenfunktion in semiparabolischen Koordinaten, wie sie spa¨ter in der Arbeit zur
Untersuchung von Resonanzen in der Na¨he eines exzeptionellen Punktes auftaucht.
2.1. Resonanzen und komplexe Rotation
In diesem Teil der Grundlagen werden die grundlegenden Eigenschaften von Resonanzen
als metastabile Zusta¨nde mit einer endlichen Lebensdauer eingefu¨hrt. Die Beschreibung
einer solchen Resonanz als Observable eines hermiteschen Operators ist nicht mo¨glich,
weshalb dieses Konzept erweitert werden muss. Dies kann z. B. durch die Einfu¨hrung
komplexer Koordinaten geschehen, wodurch nicht-hermitesche Operatoren entstehen.
Diese komplexen Skalierung und ihr Einfluss auf das Energiespektrum eines quantenme-
chanischen Systems wird in den folgenden beiden Abschnitten 2.1.2 und 2.1.3 diskutiert.
2.1.1. Grundlegende Eigenschaften von Resonanzen
Der Begriff Resonanz beschreibt einen nichtstationa¨ren oder quasigebundenen Zustand
eines Quantensystems. In anderen Worten: ein Resonanzzustand ist definiert als lang-
lebiger Zustand eines Systems, das genug Energie besitzt, um sich in zwei oder mehrere
Untersysteme aufzuspalten [8]. Ein mathematisch einfaches Modell zur Beschreibung von
Resonanzen sieht diese als im Ortsraum lokalisierte Zusta¨nde ψR(0) (zur Zeit t = 0) mit
der Zeitentwicklung
ψR(t) = e
−iER t~ ψR(0) , (2.1)
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Abbildung 2.1.: a) Coulomb-Potential, wie es z. B. im Hamiltonoperator der vorliegen-
den Arbeit verwendet wird. Mit einer roten Linie ist ein gebundener
Zustand eingezeichnet, der eine bestimmte Energie besitzt und welcher
in diesem einfachen Modell nicht zerfallen kann. b) Durch das hinzufu¨-
gen eines zweiten Potentialterms f x, z. B. durch ein elektrisches Feld
F der Sta¨rke f = F/F0 entsteht ein Coulomb-Stark-Potential. Jetzt
kann ein Elektron im selben Zustand mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit durch die Potentialbarriere tunneln und in einen Streuzustand
u¨bergehen. Durch das a¨ußere elektrische Feld entsteht demnach ein me-
tastabiler Zustand, eine Resonanz.
d. h. der bekannten Zeitentwicklung fu¨r stationa¨re Zusta¨nde [2]. Die Energie ER einer
Resonanz ist jedoch komplex
ER = Eres − iΓ
2
(2.2)
mit den reellen Gro¨ßen Eres und Γ ≥ 0. Der Term −iΓ/2 fu¨hrt in Gleichung (2.1) zu
einem exponentiell zerfallenden Zustand.
Anschaulich kann eine Resonanz anhand Abbildung 2.1 erkla¨rt werden. In Abbildung 2.1a
ist ein Coulomb-Potential skizziert, wie es im Hamiltonoperator der vorliegenden Ar-
beit Verwendung findet. Zusa¨tzlich ist ein gebundener Zustand mit einer bestimmten
Energie markiert, welcher in diesem einfachen Modell ohne weitere Zerfallskana¨le stabil
ist. Durch das Anlegen eines elektrischen Feldes F der Sta¨rke f = F/F0 entsteht ein
Coulomb-Stark-Potential (vgl. Abbildung 2.1b). Jetzt kann ein Elektron im selben Zu-
stand mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit durch die Potentialbarriere tunneln und in
einen Streuzustand u¨bergehen. Durch das von einem externen elektrischen Feld hervorge-
rufene Potential wird der gebundene Zustand somit metastabil, d. h. zu einer Resonanz,
welche eine bestimmte Lebensdauer besitzt.
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2.1.2. Komplexe Koordinaten und komplexe Skalierung
Nach Werner Heisenberg ko¨nnen in der Quantenmechanik nur Observable als physikali-
sche Messgro¨ße interpretiert werden, welche mit einem hermiteschen Operator verknu¨pft
sind, der wiederum reelle Eigenwerte besitzt. Hier ko¨nnen prinzipiell keine komplexen
Eigenwerte auftreten, da die Eigenwerte hermitescher Operatoren immer reell sind.
Durch das Konzept der komplexen Eigenwerte lassen sich Energie und Lebensdauer von
zerfallenden Zusta¨nden berechnen, z.B. in Atomen, Moleku¨len oder allgemein, aller Art
von Zerfallsmechanismen [2]. Um komplexe Eigenwerte nach Gleichung (2.2) aus einem
Operator zu erhalten, muss dieser zwingend nicht-hermitesch sein.
Nicht-hermitesche Operatoren lassen sich durch die Einfu¨hrung komplexer Koordinaten
erzeugen, ihre Eigenzusta¨nde sind die in Abschnitt 2.1.1 vorgestellten Resonanzen. Die
zugeho¨rigen Eigenfunktionen dieser Resonanzen sind dabei quadratintegrabel, d.h. sie
stellen lokalisierte Zusta¨nde innerhalb dieser komplexen Koordinaten dar.
Hier soll nun die Frage ero¨rtert werden, inwiefern der mathematische Trick der Ein-
fu¨hrung komplexer Koordinaten auf physikalisch sinnvolle Ergebnisse fu¨hrt und welche
Bedingungen beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Die Argumentation folgt dabei Ref. [2],
wonach als anschauliches Beispiel der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms fu¨r s-
Zusta¨nde mit l = 0 dient
H(r) = −1
2
1
r2
d
dr
r2
d
dr
− 1
r
. (2.3)
Hier ist r die radiale Variable in spha¨rischen Polarkoordinaten. Fu¨r den Erwartungswert
der Energie 〈E〉 folgt somit
〈E〉 =
∫ ∞
0
R(r)
[
−1
2
1
r2
d
dr
r2
d
dr
− 1
r
]
R(r) r2 dr /
∫ ∞
0
R2(r) r2 dr , (2.4)
wobei eine Wellenfunktion der Form ψ(r,θ,φ) = R(r)/
√
4pi mit einer reellen Funktion
R(r) angenommen wurde. Die Integration erstreckt sich dabei u¨ber die reelle Achse mit
einer reellen Koordinate r.
Im Falle einer analytischen Funktion R(r), z. B. R(r) = 2 exp(−r) (1s-Funktion) kann
das Integral in Gleichung (2.4) mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes1 umgeschrieben
werden in ein Linienintegral
〈E〉 =
∫
C
R(r)
[
−1
2
1
ρ2
d
dρ
ρ2
d
dρ
− 1
ρ
]
R(ρ) ρ2 dρ /
∫
C
R2(ρ) ρ2 dρ (2.5)
u¨ber den Weg C, welches den Wert von 〈E〉 unvera¨ndert la¨sst. Solange ρ einen positiven
Realteil besitzt, welcher die Konvergenz des Integrals (2.5) sicherstellt, muss der Pfad
1Der Cauchy’sche Integralsatz besagt, dass das Linienintegral zwischen zwei Punkten in der komplexen
Ebene fu¨r jeden mo¨glichen, die Punkte verbindenen, Weg den selben Wert annimmt, sofern die zu
integrierende Funktion holomorph ist.
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Abbildung 2.2.: Zwei mo¨gliche Wege, das Integral aus Gleichung (2.5) zu berechnen.
C1 verla¨uft entlang der reellen Achse und entspricht dem Integral aus
Gleichung (2.4). C2 verla¨uft u¨ber die Koordinate ρ = r exp(iθ) um den
Winkel θ gedreht in der komplexen Ebene.
bei r =∞ nicht einmal zur reellen Achse zuru¨ckkehren, da das
”
Ru¨ckkehr-Teilstu¨ck“ im
Unendlichen keinen Beitrag zum Wert des Integrals liefert. Ein mo¨glicher Weg C ist z. B.
C2 : ρ = r exp(iθ), wobei der reelle Integrationsweg um den Winkel θ in die komplexe
Ebene gedreht wird (vgl. Abbildung 2.2). Dabei ist der Winkel θ zuna¨chst reell. Auf
diesem Integrationsweg C2 gilt fu¨r den Erwartungswert der Energie
〈E〉 =
∫∞
0
e−r exp(iθ)
[
− e−2iθ
2
1
r2
d
dr
r2 d
dr
− e−iθ
r
]
e−r exp(iθ)
(
eiθ r
)2
eiθ dr∫∞
0
(e−r exp(iθ))2 (eiθ r)2 eiθ dr
, (2.6)
wobei sich hier mit 〈E〉 = −1/2 der selbe Wert wie beim reellen Integral errechnen la¨sst.
Der Erwartungswert der Energie a¨ndert sich demnach nicht, wenn die komplex skalierte
Wellenfunktion
R
(
r eiθ
)
= 2e−r exp(iθ) (2.7)
zusammen mit dem skalierten Operator
−e
−2i θ
2
1
r2
d
dr
r2
d
dr
− e
−iθ
r
(2.8)
u¨ber die skalierte Gro¨ße exp(3iθ) r2 dr integriert wird.
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Es ist somit irrelevant, ob r in R(r) eine reelle oder eine komplexe Gro¨ße der Form
ρ = r eiθ ist, solange folgende Bedingungen nach Ref. [8] beachtet werden:
• r ist selbst keine Observable.
• Die Operatoren werden ebenfalls richtig komplex skaliert.
• Nur intrinsisch komplexe Anteile der Wellenfunktion werden bei der Berechnung
eines Matrixelements komplex konjugiert (d. h. wenn R(r) eine komplexe Funktion
wa¨re, wu¨rde diese komplex konjugiert werden). Fu¨r den Skalierungsfaktor exp(iθ)
gilt dies jedoch nicht, da er nicht zu den intrinsischen Eigenschaften der Wellen-
funktion za¨hlt, sondern nur durch die komplexe Skalierung in das Integral (2.6)
eingeht.
2.1.3. Einfluss der komplexen Skalierung auf das Energiespektrum
Nach dem Integralsatz von Cauchy muss das Integral (2.4) u¨ber den Integrationsweg C1
entlang der reellen Achse (vgl. Abbildung 2.2) dem Integral (2.5) u¨ber C2 entsprechen,
sofern der Weg im Unendlichen von C2 nach C1 geschlossen wird. Fu¨r gebundene Zu-
sta¨nde sind die Wellenfunktionen lokalisiert und verschwinden fu¨r r →∞. Das Integral
u¨ber das Verbindungsstu¨ck zwischen C1 und C2 liefert in diesem Fall keinen Beitrag zum
Erwartungswert der Energie. Die Energie gebundener Zusta¨nde ist aus diesem Grund in-
variant unter der komplexen Rotation r → r exp(iθ).
Im Energiespektrum quantenmechanischer Systemen gibt es neben den gebundenen Zu-
sta¨nden auch die Streuzusta¨nde, welche von der komplexen Rotation beeinflusst werden.
Informationen hierzu finden sich z. B. in Ref. [2], die Darstellung in Ref. [6] ist jedoch
etwas ausfu¨hrlicher und dient deshalb fu¨r den na¨chsten Abschnitt als Grundlage.
Der Einfluss der komplexen Skalierung kann an Lo¨sungen eines radialen Streuproblems
verdeutlicht werden (Linearkombinationen von exp(ik r)/r und exp(−ik r)/r sofern das
Wechselwirkungspotential nicht zu langreichweitig ist)
ψscatt = A(k)
eik r
r
+B(k)
e−ik r
r
. (2.9)
Fu¨r r →∞ gilt dabei fu¨r die Energie (mit m = ~ = 1)
E =
k2
2
. (2.10)
Wird in Gleichung (2.9) eine komplexe Rotation der Form r → r exp(iθ) durchgefu¨hrt,
so ergibt sich
ψscatt = A(k)
eik r exp(iθ)
r eiθ
+B(k)
e−ik r exp(iθ)
r eiθ
. (2.11)
Einer der beiden Summanden dieser Wellenfunktion divergiert fu¨r r → ∞ und reelle
Werte von k. Die einzige Mo¨glichkeit, eine physikalisch sinnvolle, nicht divergierende
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Wellenfunktion ψscatt zu erhalten, ist fu¨r k ebenfalls eine komplexe Rotation der Form
k → k exp(−iθ) durchzufu¨hren. Hierdurch vera¨ndert sich die Energie der Streuzusta¨nde
E =
k2
2
→ k
2 e−i2θ
2
, (2.12)
sie werden um den Winkel −2θ in die komplexe Ebene rotiert (vgl. Abbildung 2.3). Dies
gilt auch im Falle eines Coulomb-Problems, wenn die asymptotischen Wellenfunktionen
von der Form exp(±ik r)/r abweichen [2].
Ein weiterer Effekt der komplexen Rotation ist das Auftreten von Resonanzen als neue,
diskrete Eigenwerte in der unteren Ha¨lfte der komplexen Energieebene. Anders als Streu-
zusta¨nde sind Resonanzen unabha¨ngig vom Rotationswinkel (vgl. Gleichung (2.2)) und
haben quadratintegrable Eigenfunktionen. Ein analytisches Beispiel ist nach Ref. [8]
durch den inversen harmonischen Oszillator gegeben
H = −1
2
d2
dx2
− 1
2
x2 . (2.13)
Fu¨r das zugeho¨rige Potential gibt es keine gebundenen Zusta¨nde und somit auch keine
quadratintegrablen Wellenfunktionen. Mit Hilfe der komplexen Rotation entsteht ein
skalierter Hamiltonoperator
Hs = −1
2
e−i2θ
d2
dx2
− ei2θ 1
2
x2 . (2.14)
Seine Lo¨sungen sind die komplex skalierten Wellenfunktionen
ψn,s(x e
iθ) = cHn
(
x√
i
eiθ
)
exp
(
iei2θ
x2
2
)
(2.15)
mit der Normierungskonstanten c und den Hermitepolynomen Hn(x). Fu¨r die Energie-
eigenwerte des Hamiltonoperators (2.14) gilt
En,s = −i
(
n+
1
2
)
. (2.16)
Diese Eigenwerte sind demnach rein imagina¨r und entsprechen einer unendlichen Anzahl
von Resonanzen mit Energie E = 0 und verschiedenen Lebensdauern Γ = 2n+ 1. Wird
der Winkel θ richtig gewa¨hlt, so werden die Eigenfunktionen in Gleichung (2.15) quadrat-
integrabel. Dieses Beispiel veranschaulicht, dass vorher nicht zum Hilbertraum geho¨rige
Eigenfunktionen durch die komplexe Rotation quadratintegrabel gemacht werden ko¨n-
nen. Damit werden sie Teil des Hilbertraumes und der komplexe Energieerwartungswert
existiert innerhalb seiner Lebensdauer als Resonanz.
Ein im Rahmen dieser Arbeit wichtiger Punkt zum Verhalten von Resonanzen la¨sst sich
auch an diesem Beispiel erkennen und wird deshalb an dieser Stelle noch einmal deut-
lich hervorgehoben. Die spektrale Lage von Resonanzen in der komplexen Energieebene
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Re(E)
Im(E)
gebundene
Zusta¨nde
Streuzusta¨nde
(a) Spektrum ohne komplexe Rotation
Re(E)
Im(E)
gebundene
Zusta¨nde
Streuzusta¨nde
aufgedeckte
Resonanzen
2θ
(b) Spektrum mit komplexer Rotation
Abbildung 2.3.: a) Darstellung von gebundenen und Streuzusta¨nden ohne komplexe Ro-
tation. Das Energiespektrum befindet sich nur auf der reellen Achse.
Resonanzen sind nicht sichtbar. b) Darstellung des Energiespektrums
bei einer komplexen Rotation r → r exp(iθ), wodurch sich Hamilton-
operator und Wellenfunktion nach den Gleichungen (2.14) und (2.15)
transformieren. Die gebundenen Zusta¨nde a¨ndern ihre Lage nicht, die
Streuzusta¨nde werden jedoch um den Winkel−2θ in die komplexe Ebene
gekippt. Dadurch werden Resonanzen aufgedeckt, deren Lage wiederum
unabha¨ngig vom Winkel θ ist. Nach einer Abbildung in [6].
ha¨ngt nicht vom Drehwinkel der komplexen Rotation ab (siehe Gleichungen (2.16) und
(2.2)). Der Drehwinkel muss groß genug sein, so dass die Resonanz in der komplexen
Ebene sichtbar wird. Fu¨r gro¨ßere Drehwinkel als dieser Grenzwinkel a¨ndert sich jedoch
nur noch die Lage der Streuzusta¨nde im Spektrum, nicht jedoch die Lage der Resonanz.
Zusammengefasst gilt (vgl. hierzu Abbildung 2.3)
• Die gebundenen Zusta¨nde mit reeller Energie werden von der komplexen Rotation
nicht beeinflusst.
• Die Energieeigenwerte der Streuzusta¨nde werden um einen Winkel −2θ in die kom-
plexe Energieebene rotiert.
• Resonanzen werden in der komplexen Ebene aufgedeckt, sofern der Winkel θ der
komplexen Rotation groß genug ist. Die spektrale Lage der Resonanzen ha¨ngt dabei
selbst nicht vom Winkel θ ab.
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2.2. Exzeptionelle Punkte
In diesem Teil der Grundlagen wird der Begriff exzeptioneller Punkt eingefu¨hrt und
erla¨utert. Der Abschnitt orientiert sich dabei an Ref. [6]. Zum besseren Versta¨ndnis
folgt anschließend ein sehr einfaches Beispiel eines exzeptionellen Punktes, das dessen
wesentliche Eigenschaften zeigt. Es dient als grundlegende Einfu¨hrung in das spa¨tere
Vorgehen am
”
realen“ quantenmechanischen System.
2.2.1. Grundlegende Eigenschaften exzeptioneller Punkte
Der Begriff exzeptioneller Punkt (EP) wird fu¨r einen Verzweigungspunkt verwendet,
welcher in parameterabha¨ngigen Eigenwertgleichungen auftreten kann. Als Beispiel nach
Ref. [6] wird eine lineare Abbildung betrachtet
a = T (κ) b . (2.17)
Hier sei T (κ) eine lineare Abbildung, welche holomorph2 von einem skalar komplexen
Parameter κ in einem Gebiet G der komplexen Ebene abha¨ngt und a,b ∈ Rn. Zur
linearen Abbildung aus Gleichung (2.17) geho¨rende Eigenwerte λ ergeben sich aus der
charakteristischen Gleichung
det(T (κ)− λ1) = 0 , (2.18)
d. h. einer algebraischen Gleichung vom Grad n (der Dimension des Vektorraumes). Die
Koeffizienten sind dabei holomorph in κ. Innerhalb des Gebietes G sind auch die Lo¨sun-
gen λ analytische Funktionen von κ oder Zweige von analytischen Funktionen, die nur
algebraische Singularita¨ten besitzen [9].
Immer dann, wenn mindestens zwei Eigenwerte zu mindestens zwei Zweigen der sel-
ben analytischen Funktion geho¨ren, ko¨nnen exzeptionelle Punkte auftreten. Sie sind
die Verzweigungspunktsingularita¨ten (engl. branch point singularities) der analytischen
Funktion und treten an isolierten Punkten im zweidimensionalen Parameterraum von
κ auf. An genau diesen Punkten kommt es zu Entartungen von Eigenwerten, d. h. zwei
oder mehr werden identisch. Somit nimmt die absolute Anzahl an unterschiedlichen Ei-
genwerten ab. An allen anderen Punkten im Gebiet G ist die Zahl der unterschiedlichen
Eigenwerte unabha¨ngig vom Parameter κ [10].
Das Auftreten exzeptioneller Punkte in einem zweidimensionalen Parameterraum (z. B.
Real- und Imagina¨rteil von κ) hat verschiedene Konsequenzen:
1. Wird der exzeptionelle Punkt im Parameterraum vollsta¨ndig umkreist, so tritt eine
Vertauschung der am EP entartenden Eigenwerte auf [10].
2Eine Funktion f ist holomorph in einem Gebiet G, wenn sie in jedem Punkt z0 ∈ G unendlich oft
komplex differenzierbar ist. Dies ist a¨quivalent dazu, dass die Funktion f in jedem Punkt z0 von G
in eine konvergente Potenzreihe der Form
∑∞
i=0 ai (z − z0)i entwickelt werden kann.
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2. Nicht nur die Eigenwerte, auch die Eigenvektoren entarten am exzeptionellen Punkt
und zeigen ein Vertauschungsverhalten bei dessen Umkreisung [10]. Am exzeptio-
nellen Punkt ist demnach die Dimension des Eigenraumes kleiner, als an jedem
anderen Punkt im Parameterraum. Es gibt hier nur einen linear unabha¨ngigen
Eigenvektor fu¨r die beiden entarteten Eigenwerte. Dies unterscheidet einen exzep-
tionellen Punkt von einer
”
normalen“ Entartung von Eigenwerten.
2.2.2. Ein einfaches Beispiel
Ein einfaches Beispiel zu exzeptionellen Punkten und ihrem Verhalten findet sich in der
nicht-hermiteschen linearen Abbildung nach [10]
M (κ) =
(
1 κ
κ −1
)
; κ ∈ C . (2.19)
Sie besitzt die beiden Eigenwerte
λ1 =
√
1 + κ2 und λ2 = −
√
1 + κ2 . (2.20)
Offensichtlich handelt es sich bei diesen Eigenwerten um zwei Zweige einer analytischen
Funktion in κ. Bei κ = ±i entarten beide Eigenwerte, es existieren demnach zwei exzep-
tionelle Punkte in diesem System. Auch die beiden Eigenvektoren
v1(κ) =
( −κ
1−√1 + κ2
)
und v2(κ) =
( −κ
1 +
√
1 + κ2
)
(2.21)
entarten an den beiden exzeptionellen Punkten und als einzig linear unabha¨ngiger Ei-
genvektor verbleibt
v(±i) =
(±i
1
)
. (2.22)
Das in Abschnitt 2.2.1 angesprochene Vertauschungsverhalten der Eigenwerte im Ener-
gieraum bei vollsta¨ndiger Umkreisung des EP im Parameterraum la¨sst sich am Beispiel
des Systems aus Gleichung (2.19) verdeutlichen. Der vollsta¨ndige Kreis um den exzeptio-
nellen Punkt bei κ = +i wird im Parameterraum durch κ(φ) = i+ρ exp(iφ) beschrieben.
Eine Darstellung diskreter Punkte auf diesem Kreis, sowie der zu jedem dieser Punkte
berechneten Eigenwerte findet sich in Abbildung 2.4. Fu¨r einen gewa¨hlten Startpunkt
im Parameterraum werden beide Eigenwerte berechnet. Jedem Eigenwert wird dabei ei-
ne Farbe zugeordnet. Nun werden weitere Eigenwerte fu¨r einen Kreis diskreter, kleiner
Schritte im Parameterraum errechnet. Unter der Annahme, dass sich die Position der
Eigenwerte im Energieraum3 fu¨r einen kleinen Schritt im Parameterraum nur geringfu¨gig
a¨ndert, lassen sich die jeweils neu berechneten Eigenwerte farblich den vorherigen Werten
3Anmerkung: Die Bezeichnung Energieraum erfolgt im Anklang an die spa¨ter in dieser Arbeit durch-
gefu¨hrten Rechnungen, in welchen komplexe Energieeigenwerte berechnet werden.
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Abbildung 2.4.: a) Kreis im Parameterraum mit κ(φ) = i+ρ exp(iφ) um den exzeptionel-
len Punkt bei κ = +i. b) Berechnete Eigenwerte nach Gleichung (2.20)
fu¨r jeden Punkt auf dem Kreis im Parameterraum. Die Startpunkte
sind jeweils durch einen gro¨ßeren Punkt markiert, die Pfeile geben die
Umlaufrichtung an. Die Trajektorien der beiden Eigenwerte sind farb-
lich gekennzeichnet. Bei einem vollsta¨ndigen Umlauf im Parameterraum
tauschen die beiden Eigenwerte ihre Position im Energieraum. Nach ei-
ner Abbildung in [6].
zuordnen (Minimierung des Abstandes zum vorherigen Punkt), sofern die Schritte auf
dem Kreis im Parameterraum klein genug gewa¨hlt werden. Dadurch entstehen farblich
gekennzeichnete Trajektorien, wie sie in Abbildung 2.4b dargestellt sind. Beim vollsta¨n-
digen Umkreisen des exzeptionellen Punktes im Parameterraum tauschen so die beiden
Eigenwerte im Energieraum ihre Position.
Zur Veranschaulichung des Vertauschungsverhalten der Eigenwerte aus Gleichung (2.20)
kann die Kreisparametrisierung κ(φ) = i + ρ exp(iφ) eingesetzt werden
λ1,2 = ±
√
1 + (i + ρ eiφ)2 = ±√ρ eiφ2
√
2i + ρ eiφ
ρ 2≈ ±
√
2ρ ei
pi
4 ei
φ
2 . (2.23)
Es gilt somit fu¨r die beiden Eigenwerte
λ1 =
√
2ρ ei(
pi
4
+φ
2 ) und λ2 =
√
2ρ ei(
5pi
4
+φ
2 ) . (2.24)
Die beiden Eigenwerte gehen demnach fu¨r eine volle Umkreisung von φ = 2pi im Para-
meterraum ineinander u¨ber und haben selbst eine Periodizita¨t von 4pi.
Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrten Rechnungen waren die geschlossenen
Pfade im Parameterraum keine Kreise, sondern Ellipsen. Dadurch vera¨ndern sich die
Trajektorien vertauschender Eigenwerte im Energieraum zu einem sternfo¨rmigen Ausse-
hen, wie in Abbildung 2.5 dargestellt. Im Gegensatz zu einer Kreisbahn ist der Abstand
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Abbildung 2.5.: a) Ellipse im Parameterraum mit κ(φ) = i + ρ1 cos(φ) + iρ2 sin(φ) um
den exzeptionellen Punkt bei κ = +i, wobei ρ2 6= ρ1. b) Berechnete
Energieeigenwerte nach Gleichung (2.20) fu¨r jeden Punkt auf der Ellipse
im Parameterraum. Die Trajektorien im Energieraum erhalten dadurch
ein sternfo¨rmiges Aussehen.
zum EP im Parameterraum beim Umlauf auf einer Ellipsenbahn nicht mehr konstant.
Fu¨r Punkte na¨her am EP liegen die Eigenwerte na¨her beieinander (am EP wu¨rden sie
entarten) wa¨hrend sich die Eigenwerte fu¨r vom EP entfernte Punkte ebenfalls voneinan-
der entfernen und somit die Zacken einer Sternform ausbilden.
2.3. Exzitonen in parallelen elektrischen und
magnetischen Feldern
In Ref. [6] wurden Wasserstoffatome in gekreuzten elektrischen und magnetischen Fel-
dern auf das Auftreten exzeptioneller Punkte untersucht. In der vorliegenden Masterar-
beit soll darauf aufbauend der Frage nachgegangen werden, ob bei Exzitonen in parallelen
elektrischen und magnetischen Feldern ebenfalls exzeptionelle Punkte gefunden werden
ko¨nnen. Im ersten Unterkapitel 2.3.1 wird diskutiert, wie sich Exzitonen im Rahmen eines
wasserstoffa¨hnlichen Modells beschreiben lassen und welche Na¨herungen und Vereinfa-
chungen dabei getroffen werden mu¨ssen. Die Argumentation folgt Ref. [11]. Im na¨chsten
Unterkapitel 2.3.2 schließt sich die Modellierung des Systems an. Sie ist in abgewandelter
Form (parallele a¨ußere Felder) orientiert an der vorhergehenden Arbeit von Holger Car-
tarius (Ref. [6]). Weiterhin werden die fu¨r die Matrixdarstellung des Hamiltonoperators
beno¨tigten, semiparabolischen Koordinaten hier eingefu¨hrt und erkla¨rt. Anschließend
folgt ein Abschnitt zur numerischen Implementierung des Systems und den verwendeten
Programmpaketen. Im letzten Unterkapitel 2.3.3 dieses Grundlagenteils findet sich die
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Herleitung der Ortsdarstellung einer Wellenfunktion des betrachteten Exzitons in semi-
parabolischen Koordinaten. Sie wird im spa¨teren Verlauf der Masterarbeit beno¨tigt.
2.3.1. Wasserstoffartiges Modell zur Beschreibung von Exzitonen
Ein Festko¨rper im Grundzustand besitzt ein mit Elektronen vollsta¨ndig besetztes Valenz-
band und ein leeres Leitungsband. Wird ein Elektron aus dem Valenz- ins Leitungsband
gehoben (z. B. durch einen Laser mit einer zur Energielu¨cke passenden Frequenz), so
kann sich das negativ geladene Elektron im Leitungsband frei bewegen. Gleichzeitig ent-
steht ein frei bewegliches, positives Loch im Valenzband.
Fu¨r die Beschreibung solcher Quasiteilchen im Festko¨rper wird die effektive-Masse-
Na¨herung verwendet. Im Rahmen dieser Na¨herung werden Wechselwirkungen, z. B. eines
Elektrons mit der Vielzahl anderer Elektronen im Festko¨rper, in einer effektiven Masse
(hier me) beru¨cksichtigt. Diese Masse kann sich deutlich von der Vakuumsmasse des Teil-
chens (hier me,vac = 9,109 382 15 · 10−31 kg nach Ref. [12]) unterscheiden. Ein typischer
Wert fu¨r die Elektronenmasse in Kupferoxid (Cu2O) ist me = 0,38me,vac nach Ref. [13].
Eine Herleitung der effektiven-Masse-Na¨herung findet sich beispielsweise in Ref. [11].
Beide Quasiteilchen (Elektron und Loch) ziehen sich aufgrund ihrer gegensa¨tzlichen La-
dung Coulombartig an, es entsteht ein Elektron-Loch-Paar oder Exziton. Dieses wird
beschrieben durch den Hamiltonoperator
He−h = Eg +
~pe
2
2me
+
~ph
2
2mh
− e
2
λ|~re − ~rh| , (2.25)
wobei Eg die Energie der Bandlu¨cke bezeichnet. Es folgen die kinetischen Energien von
Elektron und Loch. Der letzte Term beschreibt die Coulomb-Anziehung zwischen Elek-
tron und Loch. Fu¨r den Fall von einem Valenz und einem Leitungsband im Vakuum
wa¨re λ = 4pi ε0 mit der Vakuumdielektrizita¨tszahl ε0 = 8,854 187 817 · 10−12 A sV m [12].
Abschirmungseffekte in einem dielektrischen Material lassen sich durch Ersetzen von ε0
mit ε = ε0 εr beru¨cksichtigen, wobei εr (relative Dielektrizita¨tszahl) eine materialabha¨n-
gige, dimensionslose Gro¨ße ist (z. B. εr = 7,50 fu¨r Cu2O nach Ref. [13] fu¨r np-Exzitonen
mit n ≥ 3).
Der Ansatz in Gleichung (2.25) betrachtet lediglich das Beispiel eines Valenz- und eines
Leitungsbandes. Kopplungen an weitere Ba¨nder sowie Austausch- oder Korrelationsef-
fekte werden in diesem einfachen Modell vernachla¨ssigt [11].
Gleichung (2.25) la¨sst sich in Relativ- und Schwerpunktskoordinaten separieren. Dazu
gilt mit ~pi = ~~ki, i ∈ {e, h}
~ke = ~k +
me
M
~Q , (2.26a)
~kh = ~k − mh
M
~Q , (2.26b)
wobei M = me + mh die Gesamtmasse des Exzitons beschreibt. Die neu eingefu¨hrte
Gro¨ße ~Q bezeichnet hierbei den Wellenvektor des Schwerpunktes und ~k denjenigen relativ
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zwischen den beiden betrachteten Teilchen. Aus Gleichung (2.25) wird dadurch
He−h = Eg − ~
2
2mred
∆− e
2
λ r
+
~2Q2
2M
. (2.27)
Hierzu wurde r = |~re − ~rh| gesetzt und die reduzierte Masse mred = (1/me + 1/mh)−1
eingefu¨hrt. Der letzte Term in Gleichung (2.27) beschreibt die Schwerpunktsbewegung
des Exzitons, die ersten drei Terme die Relativbewegung zwischen Elektron und Loch.
Die Energie der Bandlu¨cke Eg wirkt sich dabei nur als eine konstante Verschiebung der
Energieskala aus.
Die mittleren beiden Terme aus Gleichung (2.27) liefern ein wasserstoffartiges Spektrum
des Exzitons, charakterisiert durch die Rydberg-Energie Rex = RH mred/ε
2 und den
Exzitonen-Radius aex = aH ε/mred. Hierbei ist RH = 13,605 791 eV die Rydberg-Energie
des Wasserstoffatoms und aH = 0,529 177 249 · 10−10 m sein Bohrscher Radius [14]. Als
Lo¨sung der zu Gleichung (2.27) geho¨rigen Schro¨dingergleichung ergibt sich fu¨r Q = 0
ein Energiespektrum von En = Eg −Rex/n2 fu¨r n ∈ N+.
Die Rechnungen in der vorliegenden Arbeit werden durch die Verwendung von Hartree-
Einheiten dimensionslos und materialunabha¨nging durchgefu¨hrt (siehe Anhang B). Die
Materialparameter
”
verstecken“ sich dabei in den Einheiten. So entspricht beispielsweise
ein Radius von Eins in Hartree Einheiten entweder genau dem Bohrschen Radius von
aH = 0,529 177 · 10−10 m im Falle der Betrachtung von Wasserstoff oder aber einem
Radius von aex = 1,044 · 10−9 m bei Cu2O. Die Rydberg-Energie des Wasserstoffatoms
mit RH = 13,605 791 eV wird in Hartree-Einheiten zu einer Energie von −0,5 a.u. (und
ist damit ebenfalls dimensionslos4). Im Falle von Cu2O entspricht dies einer Rydberg-
Energie des Exzitons von Rex = −0,092 eV. Die Unterschiede der einzelnen Gro¨ßen in
Cu2O relativ zum atomaren Wasserstoff ergeben sich dabei allein aus der Verwendung
von effektiver Masse und relativer Dielektrizita¨tszahl im Festko¨rper. Fu¨r die Umrechnung
aus Hartree-Einheiten in SI-Einheiten beno¨tigte Gro¨ßen sind im Anhang B aufgefu¨hrt
und anhand weiterer Beispiele erkla¨rt.
2.3.2. Hamiltonoperator und Matrixdarstellung
Betrachtet wird ein Exziton in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern der
Form
~F = F eˆz und ~B = B eˆz , (2.28)
wobei die Sta¨rke des elektrischen Feldes als F , die Sta¨rke des magnetischen Feldes als B
und der Einheitsvektor in z-Richtung mit eˆz bezeichnet ist. Unter der Annahme, dass der
Kern des Exzitons im Vergleich zum Elektron unendlich schwer und damit raumfest ist,
ko¨nnen Schwerpunkt- und Relativbewegung separiert werden. Unter Vernachla¨ssigung
4Eine Gro¨ße, welche in Hartree-Einheiten dimensionslos ist, im SI-System jedoch eine Dimension be-
sitzt, kann zur formalen Kennzeichnung die Einheit a.u. erhalten.
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relativistischer Korrekturen folgt nach Ref. [6] fu¨r den Hamiltonoperator der Relativbe-
wegung
H =
1
2me
~p 2 − e
2
4pi ε0
1
r
+
e
2me
B Lz +
e2
8me
B2 (x2 + y2) + e F z . (2.29)
Hier bezeichnet me die Masse des Elektrons, e die Elementarladung und Lz = (x py−y px)
die z-Komponente des Drehimpulses. Die Gro¨ßen ~p und r =
√
x2 + y2 + z2 beschrei-
ben den Impuls des Elektrons sowie dessen radialen Abstand zum Kern. Der Hamilton-
operator (2.29) beinhaltet die kinetische Energie (∝ ~p 2), die Coulomb-Wechselwirkung
(∝ 1/r), den paramagnetischen Term (∝ B Lz), den diamagnetischen Term (∝ B2 (x2 +
y2)) und die potentielle Energie des Elektrons im elektrischen Feld (∝ F z).
Durch die Einfu¨hrung von Hartree-Einheiten (Anhang B) lautet der Hamiltonoperator
H =
1
2
~p 2 − 1
r
+
1
2
γ Lz +
1
8
γ2 (x2 + y2) + f z , (2.30)
wobei die Sta¨rke des elektrischen Feldes f ≡ F/F0 und jene des magnetischen Fel-
des γ ≡ B/B0 im Falle von atomarem Wasserstoff relativ zu F0 = 5,14 · 1011 V/m
und B0 = 2,35 · 105 T gegeben ist. Die Energie wird hier in Einheiten der Hartree-
Energie Eh = 4,36 · 10−18 J gemessen. Im Falle von Cu2O a¨ndern sich diese Gro¨ßen zu
F0 = 1,760 · 108 V/m, B0 = 603,4 T und einer Energie von 2,945 · 10−20 J (siehe An-
hang B). Sie sind somit wesentlich kleiner, worin der Grund in der besseren experimen-
tellen Zuga¨nglichkeit von Cu2O liegt.
Zur Berechnung der Energieeigenwerte muss die stationa¨re Schro¨dingergleichung H Ψ =
EΨ fu¨r die Eigenfunktionen Ψ des Problems gelo¨st werden. Durch die parallel gewa¨hlten
Felder aus Gleichung (2.28) handelt es sich dabei um ein radialsymmetrisches Problem,
weshalb der Drehimpuls eine gute Quantenzahl ist. Aus diesem Grund kann der Dreh-
impulsoperator Lz durch die Drehimpulsquantenzahl m ersetzt werden. Es folgt(
1
2
~p 2 − 1
r
+
1
8
γ2 (x2 + y2) + f z
)
Ψ = E ′Ψ , (2.31)
mit E ′ ≡ E − γ m/2.
Eine Mo¨glichkeit zur numerischen Lo¨sung der Schro¨dingergleichung (2.31) ist die Diago-
nalisierung in einer vollsta¨ndigen Basis. Hierzu wird das Problem zuna¨chst auf erweiterte,
semiparabolische Koordinaten transformiert. Nach Ref. [6] sind diese gegeben durch
µ =
µr
b
=
1
b
√
r + z , (2.32a)
ν =
νr
b
=
1
b
√
r − z , (2.32b)
ϕ = arctan
(y
x
)
, (2.32c)
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wobei b→ |b| exp(iα) ein erweiterter, im allgemeinen Fall komplexer, Konvergenzparame-
ter ist, der eine komplexe Rotation der reellen semiparabolischen Koordinaten (µr, νr, ϕ)
um den reellen Drehwinkel α induziert. Es gilt r = b2 (µ2 + ν2)/2.
Die inverse Transformation lautet
x = b2 µ ν cos(ϕ) , (2.33a)
y = b2 µ ν sin(ϕ) , (2.33b)
z =
b2
2
(µ2 − ν2) . (2.33c)
Der Parameter b→ |b| exp(iα) bewirkt eine komplexe Rotation, weshalb fu¨r den Radius
r → r eiθ = r |b|2 e2 iα (2.34)
gilt, wobei θ = u + iv aus Abschnitt 2.1.2 jetzt in der Verallgemeinerung als komple-
xer Drehwinkel mit Realteil u und Imagina¨rteil v aufzufassen ist [2]. Ein Vergleich der
Gro¨ßen in Formel (2.34) liefert exp(−v) = exp(−Im(θ)) = |b|2 und u = Re(θ) = 2α.
Nach Abbildung 2.3b wird demnach bei der Wahl b = |b| exp(iα) das Kontinuum um
den Winkel 4α in die komplexe Ebene rotiert.
Semiparabolische Koordinaten sind besonders zur Darstellungs eines zylindersymme-
trischen Systems geeignet. In diesem Fall kann mit einer zweidimensionalen Auftra-
gung (µ, ν), unter Zuhilfenahme der Symmetrie im Radialwinkel ϑ um die z-Achse, der
gesamte dreidimensionale Raum (r, ϑ, z) in Zylinderkoordinaten abgebildet werden. Da-
fu¨r ist nur der rechte obere Quadrant des (µ, ν)-Raums erforderlich, d. h. nur Werte an
positiven Koordinaten µ und ν. Der Winkel ϕ der semiparabolischen Koordinaten wird
zur Darstellung eines zylindersymmetrischen Systems nicht beno¨tigt und kann deshalb
beliebig (z. B. ϕ = 0) gewa¨hlt werden.
Abbildung 2.6 zeigt eine graphische Darstellung der Transformation von Zylinderkoor-
dinaten (r, z) mit (r =
√
x2 + y2) in semiparabolische Koordinaten (µ, ν) fu¨r ϕ = 0 und
b = 1, d. h. fu¨r eine reelle Transformation. Der negative Teil der z-Achse bildet dabei
die µ = 0, der positive Teil der z-Achse die ν = 0 Achse. Die r-Achse bei z = 0 wird zur
Winkelhalbierenden im (µ, ν)-Raum. Der sich u¨ber zwei Quadranten ausdehnende Raum
(r, z) wird demnach in den rechten oberen Quadranten von (µ, ν) abgebildet. Die Trans-
formation in semiparabolische Koordinaten entspricht einem Umklappen der negativen
z-Achse um 90 ◦ im mathematisch positiven Sinn mit einer anschließenden Spiegelung
an der neuen Winkelhalbierenden.
In den Koordinaten der Gleichungen (2.32) hat der Laplace-Operator die Form
∆ =
1
b4
1
2r
(∆µ + ∆ν) , (2.35)
mit r = b2/2 (µ2 + ν2) und den Operatoren
∆ρ =
1
ρ
∂
∂ρ
ρ
∂
∂ρ
+
1
ρ2
∂2
∂ϕ2
, ρ ∈ {µ,ν} . (2.36)
23
2. Grundlagen
0 2 4 6 8 10
r
−10
−5
0
5
10
z
(a) (r, z)-Ebene in Zylinderkoordinaten
0 1 2 3 4 5
µ
0
1
2
3
4
5
ν
(b) Semiparabolische Koordinaten
Abbildung 2.6.: a) Netz aus a¨quidistanten, parallelen Linien in der (r, z)-Ebene zylin-
derfo¨rmiger Koordinaten (r, ϑ, z). Die Lage der Linien in diesem Raum
wird je horizontal und vertikal in einem unterschiedlichen Farbverlauf
symbolisiert. Zur Verdeutlichung der Orientierung im Raum ist je eine
Seite einer Linie mit einem Kreis der entsprechenden Farbe markiert.
Zusa¨tzlich ist die erste Winkelhalbierende und ihre an der z = 0 -Achse
Gespiegelte gestrichelt eingezeichnet. b) Darstellung des selben Netzes
nach der Transformation in die (µ, ν)-Ebene semiparabolischer Koordi-
naten. Dabei wird der volle (r, z)-Raum lediglich in den rechten oberen
Quadranten abgebildet. Weitere Diskussion siehe Text.
Gleichung (2.31) transformiert sich in diesen Koordinaten zu(
−1
2
(∆µ + ∆ν) +
1
2
(µ2 + ν2)− 2b2 + 1
8
b8 γ2 µ2 ν2 (µ2 + ν2)
+
1
2
b6 f (µ4 − ν4)
)
Ψ =
(
b4E ′ +
1
2
)
(µ2 + ν2) Ψ .
(2.37)
Umstellen der ersten beiden Terme fu¨hrt auf
H0 = Hµ +Hν =
(
−1
2
∆µ +
1
2
µ2
)
+
(
−1
2
∆ν +
1
2
ν2
)
. (2.38)
Daraus folgt(
2H0 − 4b2 + 1
4
b8 γ2 (µ4 ν2 + µ2 ν4) + b6 f (µ4 − ν4)
)
Ψ = λ (µ2 + ν2) Ψ , (2.39)
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d. h. ein verallgemeinertes Eigenwertproblem der Form
A(f, γ, b) Ψ = λC Ψ (2.40)
mit dem Eigenwert λ = (1 + 2b4E ′).
Die Hamiltonoperatoren Hµ und Hν aus Gleichung (2.38) beschreiben je einen zwei-
dimensionalen harmonischen Oszillator, wobei µ und ν jeweils einer Radialkoordinate in
Polarkoordinaten entspricht. Fu¨r die Darstellung des Problems in Matrixform sind daher
die Eigenzusta¨nde |Nρ,m〉 (ρ ∈ {µ, ν}) des zweidimensionalen harmonischen Oszillators
eine geeignete Basis. Durch das Auftreten desselben Winkels5 ϕ in den beiden Operatoren
Hµ und Hν tritt in den jeweiligen Basisfunktionen die selbe Drehimpulsquantenzahl m
auf, weshalb die Basis des Gesamtsystems durch
|Nµ, Nν ,m〉 = |Nµ,m〉 ⊗ |Nν ,m〉 (2.41)
gegeben ist. Eine ausfu¨hrliche Erkla¨rung zum zweidimensionalen harmonischen Oszilla-
tor sowie die zur Berechnung der Matrixelemente von A und C beno¨tigten Relationen
finden sich im Anhang A.
2.3.3. Matrixaufbau und numerische Methoden
Die Basis eines (zweidimensionalen) harmonische Oszillators ist unendlich dimensional,
d. h. die Matrix der Basisdarstellung wa¨re unendlich groß, was numerisch nicht zu reali-
sieren ist. Aus diesem Grund werden nur Zusta¨nde bis zu einem endlichen N = Nµ +Nν
der Basiszusta¨nde |Nµ, Nν ,m〉 beru¨cksichtigt. Dies geschieht unter der Annahme, dass
die Darstellung eines Zustandes |A〉 fu¨r große N konvergiert und deshalb die Reihe
|A〉 =
Nmax∑
nµ,nν=0
〈Nµ, Nν ,m|A〉 |Nµ, Nν ,m〉 (2.42)
nach einem endlichen Nmax abgebrochen werden kann. Entscheidende Auswirkungen
auf das Konvergenzverhalten dieser Reihe hat dabei der Konvergenzparameter b der
semiparabolischen Koordinaten aus den Gleichungen (2.32).
Beim Aufbau der Matrix werden die Zusta¨nde nach gleicher Quantenzahl N sortiert
N = 0 : |0, 0,m〉
N = 1 : |1, 0,m〉 , |0, 1,m〉
N = 2 : |2, 0,m〉 , |1, 1,m〉 , |0, 2,m〉 . . . .
Die Operatoren µ und ν treten in der Summe der Exponenten in Gleichung (2.39) ho¨chs-
tens in Ordnung ρ6 auf, d.h. sie ko¨nnen die Quantenzahl N nach den Gleichungen (A.31)
5Vergleiche Gl. (2.36) und (2.38).
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nur um maximal ∆N = ±3 a¨ndern. Aufgrund der Orthogonalita¨t der Basiszusta¨nde
|Nµ, Nµ,m〉 sind entsprechend der Gleichungen (A.31) demnach nur wenige Matrixele-
mente von Null verschieden, wodurch eine Bandstruktur in den Matrizen A und C
entsteht. Diese Bandstruktur zerfa¨llt dabei in Blo¨cke, welche durch wachsende Quanten-
zahl N immer gro¨ßer werden. So besitzt z. B. die Matrix A fu¨r ein gegebenes Nmax eine
quadratische Form M ×M mit
M =
(Nmax + 1) (Nmax + 2)
2
(2.43)
mit der maximalen Bandbreite 8Nmax− 5. Wird nicht die volle Matrix gespeichert, son-
dern nur die Eintra¨ge in einem Band der maximalen Breite, so reduziert sich der Spei-
cherverbrauch fu¨r den im Rahmen dieser Arbeit ha¨ufig verwendeten Fall von Nmax = 90
um rund 83 %.
Zur Berechnung der Energieeigenwerte des betrachteten Systems (Exziton in paralle-
len elektrischen und magnetischen Feldern) mussten zuerst einmal die entsprechenden
Matrizen aus Gleichung (2.39) nach obigem Vorgehen gefu¨llt werden. Dazu wurde die
Programmiersprache Fortran verwendet, da mit der dort vorhandenen (und in Ref. [6] er-
folgreich getesteten) ARPACK -Routine ein Software-Paket zur Verfu¨gung steht, mit wel-
chem die generalisierte Eigenwertgleichung (2.39) fu¨r hochdimensionale Bandmatrizen
effektiv und schnell gelo¨st werden kann. Der Lo¨sungsalgorithmus basiert dabei auf der
IRAM-Methode (engl. Implicitly Restarted Arnoldi Method) und bietet die Mo¨glichkeit,
eine Energie E0 ∈ C und eine gewu¨nschte Anzahl n an Eigenwerten vorgeben zu ko¨nnen,
so dass nur die n energetisch am na¨chsten zu E0 gelegenen Eigenwerte berechnet werden.
So kann einerseits mit einer sehr hohen Zahl von Basiszusta¨nden gerechnet werden (meist
wurde Nmax = 90 verwendet, was nach Gleichung (2.43) zu 4 186 Basiszusta¨nden fu¨hrt),
andererseits bleibt jedoch der numerische Aufwand zur Lo¨sung der Eigenwertgleichung
verha¨ltnisma¨ßig klein, sofern nur eine kleine Anzahl von Eigenwerten berechnet wird.
Fu¨r weitere Informationen zu ARPACK und numerische Details, siehe Ref. [15].
Die Lo¨sung der generalisierten Eigenwertgleichung (2.39) im Falle Nmax = 90 fu¨r eine ge-
wu¨nschte Zahl von 20 Eigenwerten auf einem Kreis mit 60 Schritten im Parameterraum
(d.h. die Eigenwerte mu¨ssen 60 mal berechnet werden) beno¨tigt mit diesem Vorgehen ca.
eine Rechendauer von einer Stunde. Da oft viele dieser Rechnungen gleichzeitig ablaufen
sollten, wurde das Software-Paket HTCondor verwendet. Es bietet die Mo¨glichkeit, jede
dieser Rechnungen als eigenen Job auf einem freien CPU-Kern im Cluster des Instituts
auszufu¨hren und verwaltet diese Verteilung.
Die Steuerung von HTCondor, sowie die Auswertung und weitere Verarbeitung der er-
rechneten Daten beno¨tigt einen vergleichsweise vernachla¨ssigbaren numerischen Auf-
wand, so dass alle weiteren fu¨r diese Arbeit verwendeten Programme in Python ge-
schrieben wurden.
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2.3.4. Ortsdarstellung einer Wellenfunktion in semiparabolischen
Koordinaten
Zur Herleitung der Matrixdarstellung von Gleichung (2.29) in Abschnitt 2.3.2 wird die
Transformation auf semiparabolische Koordinaten verwendet. Das Auftreten der Hamil-
tonoperatoren zweier zweidimensionaler, harmonischer Oszillatoren in der resultierenden
Gleichung (2.39) legt nahe, dass deren Basis eine vollsta¨ndige Darstellung des Problems
erlaubt. Die Herleitung der Ortsdarstellung der zu einem Eigenwert geho¨rigen Wellen-
funktion in semiparabolischen Koordinaten geht deshalb ebenfalls von den Eigenfunktio-
nen des zweidimensionalen, harmonischen Oszillators aus. Dieser wird beschrieben durch
den Hamiltonoperator
H = −1
2
∆ρ +
1
2
ρ2 = (N + 1) , (2.44)
wobei N = (nˆ+ + nˆ−) der Besetzungszahloperator der ”
±-Quanten“ und ∆ρ der Laplace-
Operator aus Gleichung (2.36) ist (eine ausfu¨hrliche Darstellung der Quantenalgebra des
zweidimensionalen harmonischen Oszillators findet sich in Anhang A). Fu¨r den Beset-
zungszahloperator gilt nach Gleichung (2.44)
N = H − 1 = −1
2
∂2
∂ρ2
− 1
2 ρ
∂
∂ρ
− 1
2ρ2
∂2
∂ϕ2
+
1
2
ρ2 − 1 . (2.45)
Nach Abschnitt 2.3.2 handelt es sich beim Exziton in parallelen elektrischen und magne-
tischen Feldern um ein axial- oder zylindersymmetrisches Problem, der Drehimpuls ist
eine gute Quantenzahl. In einer Eigenfunktion Ψ(ρ, ϕ) des zweidimensionalen harmoni-
schen Oszillators kann der Winkel ϕ deshalb lediglich als eine globale Phase auftreten,
weshalb der Ansatz
Ψ(ρ, ϕ) = f(ρ) eimϕ (2.46)
fu¨r eine solche Eigenfunktion gewa¨hlt wird. Dadurch gilt
LΨ(ρ,ϕ) = −i ∂
∂ϕ
Ψ(ρ,ϕ) = mΨ(ρ, ϕ) (2.47)
und der Drehimpulsoperator L = −i ∂
∂ϕ
in Gleichung (2.45) kann durch seine Quanten-
zahl m ersetzt werden.
Durch Anwendung des Besetzungszahloperator N auf die Eigenfunktion Ψ(ρ, ϕ) muss
sich gerade die Besetzungszahl n = n+ + n− der ”
±-Quanten“ ergeben, weshalb
N Ψ(ρ, ϕ) =
{
−1
2
∂2
∂ρ2
− 1
2 ρ
∂
∂ρ
+
m2
2ρ2
+
1
2
ρ2 − 1
}
Ψ(ρ, ϕ)
!
= nΨ(ρ, ϕ) (2.48)
gelten soll. Mit der Form (2.46) folgt{
−1
2
∂2
∂ρ2
− 1
2 ρ
∂
∂ρ
+
m2
2ρ2
+
1
2
ρ2 − 1− n
}
f(ρ) = 0 . (2.49)
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Der Ansatz
f(ρ) = e−
ρ2
2 ρ|m| g(ρ) (2.50)
fu¨r den radialen Anteil fu¨hrt auf{
∂2
∂ρ2
+
(
1 + 2|m| − 2ρ2) 1
ρ
∂
∂ρ
+ 2 (n− |m|)
}
g(ρ) = 0 (2.51)
oder mit Hilfe der Variablensubstitution u = ρ2 auf die Laguerresche Differentialglei-
chung6 {
u
∂2
∂u2
+ (1 + |m| − u) ∂
∂u
+
1
2
(n− |m|)
}
g(u) = 0 . (2.52)
Da fu¨r das Energiespektrum eines zweidimensionalen, harmonischen Oszillators die Gro¨-
ße (n− |m|)/2 ganzzahlig ist (siehe Anhang A) ergeben sich als Lo¨sung die Laguerre-
schen Polynome
g(u) = L
(|m|)
(n−|m|2 )
(u) oder g(ρ) = L
(|m|)
(n−|m|2 )
(ρ2) . (2.53)
Mit Hilfe der Gleichungen (A.14), (A.15) und (A.22) ko¨nnen anstelle der Basiszusta¨nde
|n,m〉 die Basiszusta¨nde |Nρ,m〉 verwendet werden. Dabei gilt Nρ = (n− |m|)/2 und
g(ρ) = L
(|m|)
(Nρ)
(ρ2) . (2.54)
Fu¨r die unnormierte Eigenfunktion folgt demnach
Ψ(ρ, ϕ) = e−ρ
2/2 ρ|m| L(|m|)(Nρ) (ρ
2) eimϕ . (2.55)
Die Normierung ergibt sich aus der Bedingung∫ ∞
0
dρ
∫ 2pi
0
dϕ ρΨ∗(ρ, ϕ) Ψ(ρ, ϕ) != 1 . (2.56)
Mit Hilfe der Relation∫ ∞
0
e−x xα L(α)(n)(x)L
(α)
(m)(x) dx =
{
0 falls m 6= n, Re(α) > −1
Γ(α+n+1)
n!
falls m = n, Re(α) > 0
(2.57)
nach Ref. [17] und der Beziehung fu¨r die Gamma-Funktion [16]
Γ (Nρ + |m|+ 1) = (Nρ + |m|)! mit Nρ + |m| ∈ N0 (2.58)
6Bei Beschra¨nkung auf ganzzahlige Parameter (n = 0, 1, 2, ...) und reelle Vera¨nderliche hat die La-
guerresche Differentialgleichung die Form x y′′+ (α+ 1−x) y′+n y = 0. Als partikula¨re Lo¨sungen
ergeben sich die Laguerreschen Polynome L
(α)
(n)(x) =
ex x−α
n!
dn
dxn (e
−x xn+α) [16].
28
2.3. Exzitonen in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern
berechnet sich die Darstellung der normierten Eigenfunktion des Zustandes |Nρ,m〉 eines
zweidimensionalen harmonischen Oszillators zu
ΨNρ,m(ρ, ϕ) =
√
Nρ!
(Nρ + |m|)!
√
1
pi
e−
ρ2
2 ρ|m| L(|m|)(Nρ) (ρ
2) eimϕ (2.59)
fu¨r den Raum der semiparabolischen Koordinaten ρ ∈ {µ, ν}.
Nach Abschnitt 2.3.2 beinhaltet der Hamiltonoperator des Exzitons im parallelen elek-
trischen und magnetischen Feld in diesem Raum zwei zweidimensionale, harmonische
Oszillatoren in µ und ν, welche aufgrund der Symmetrie des Problems den selben Win-
kel ϕ und somit die gleiche Drehimpulsquantenzahl m besitzen. Nach Gleichung (2.41)
ergeben sich die Basiszusta¨nde des gesamten Systems aus einem Produkt der Zusta¨nde
eines einzelnen, zweidimensionalen harmonischen Oszillators
|Nµ, Nν ,m〉 = |Nν ,m〉 ⊗ |Nν ,m〉 . (2.60)
Nach Gleichung (2.59) gilt somit fu¨r die Ortsdarstellung einer Eigenfunktion |Nµ, Nν ,m〉
des Hamiltonoperators (2.29) im Raum der semiparabolischen Koordinaten
ΨNµ,Nν ,m(µ, ν, ϕ) =
√
Nµ!Nν !
(Nµ + |m|)! (Nν + |m|)!
√
2
pi
fNµ,m(µ) fNν ,m(ν) e
imϕ (2.61)
mit den beiden Radialteilen
fNρ,m(ρ) = e
− ρ2
2 ρ|m| L(|m|)(Nρ) (ρ
2) mit ρ ∈ {µ, ν} . (2.62)
Der Faktor
√
2 entstammt der Tatsache, dass bei der Normierung nur einmal u¨ber ϕ
integriert, jedoch zweimal die Ersetzung u = ρ2 mit du = 2ρ dρ vorgenommen wird.
Eine alternative Darstellung dieser Eigenfunktion fu¨r die |n,m〉-Basis (siehe Anhang A)
findet sich in [18].
Zur Berechnung der komplex konjugierten Eigenfunktion Ψ∗Nµ,Nν ,m(µ, ν, ϕ) wird nur e
imϕ
durch e−imϕ ersetzt, d. h. nur ihr intrinsisch komplexer Anteil. Im Rahmen der komplexen
Skalierung werden zwar auch µ und ν zu komplexen Gro¨ßen, jedoch sind diese Anteile
der Eigenfunktion hier nicht zu konjugieren (siehe hierzu Abschnitt 2.1.2).
Wird Gleichung (2.39) durch Diagonalisierung der zugeho¨rigen Matrix gelo¨st, so er-
gibt sich zu jedem Energieeigenwert Ei ein Eigenvektor mit den zugeho¨rigen Entwick-
lungskoeffizienten ci,Nµ,Nν ,m der Eigenzusta¨nde. Fu¨r die Ortsdarstellung der zu diesem
Eigenwert Ei geho¨renden Wellenfunktion Ψi(µ, ν, ϕ) im Raum der semiparabolischen
Koordinaten gilt
Ψi(µ, ν, ϕ) =
∑
Nµ,Nν ,m
ci,Nµ,Nν ,m ΨNµ,Nν ,m(µ, ν, ϕ) , (2.63a)
Ψ∗i (µ, ν, ϕ) =
∑
Nµ,Nν ,m
ci,Nµ,Nν ,m Ψ
∗
Nµ,Nν ,m(µ, ν, ϕ) . (2.63b)
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Nach [18] handelt es sich hierbei um normierte Wellenfunktionen des gekoppelten, zwei-
dimensionalen Oszillators mit der Normierung∫ ∞
0
dµ
∫ ∞
0
dν
∫ 2pi
0
dϕ µ ν Ψ∗Nµ,Nν ,m(µ, ν, ϕ) ΨN ′µ,N ′ν ,m′(µ, ν, ϕ)
= δNµ,N ′µ δNν ,N ′ν δm,m′ .
(2.64)
Zwei Wellenfunktionen Ψi(µ, ν, ϕ) und Ψj(µ, ν, ϕ) zu den Eigenwerten Ei und Ej sind
nicht orthonormal. Sie lassen sich jedoch durch∫
d3r Ψ∗i (µ, ν, ϕ) Ψj(µ, ν, ϕ) =
b6
∫ ∞
0
dµ
∫ ∞
0
dν
∫ 2pi
0
dϕ µ ν (µ2 + ν2) Ψ∗i Ψj = δi,j
(2.65)
normieren.
Eine weitere Besonderheit dieser Wellenfunktionen ergibt sich bei der Betrachtung der
Gro¨ße Ψ∗i Ψi. Da die komplexe Konjugation nach Abschnitt 2.1.2 nur fu¨r intrinsisch
komplexe Anteile der Wellenfunktion gilt, wird diese Gro¨ße bei der Betrachtung von
Resonanzen mit endlicher Lebensdauer durch die komplexe Rotation ebenfalls komplex
und kann nicht mehr als Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretiert werden. Als neue
Gro¨ße fu¨r die Aufenthaltswahrscheinlichkeit wird deshalb im Folgenden nach Ref. [19]
|Ψ∗i Ψi| verwendet.
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Ausgangspunkt fu¨r die Suche nach exzeptionellen Punkten im Exziton in parallelen elek-
trischen und magnetischen Feldern nach dem wasserstoffartigen Modell ist die Vermu-
tung in Ref. [6], dass das Auftreten von vermiedenen Kreuzungen im Energiespektrum
eines Exzitons zu einem exzeptionellen Punkt der beiden an der vermiedenen Kreuzung
beteiligten Resonanzen fu¨hrt. Aus diesem Grund musste zuerst einmal ein grober Para-
meterbereich fu¨r das Verha¨ltnis von elektrischer zu magnetischer Feldsta¨rke (γ/f) ab-
gescha¨tzt werden, in welchem diese vermiedenen Kreuzungen beobachtet werden ko¨nnen.
3.1. Resonanzen und vermiedene Kreuzungen
Zur Suche nach vermiedenen Kreuzungen im Spektrum eines Exzitons in parallelen elek-
trischen und magnetischen Feldern wurde die Eigenwertgleichung (2.39) fu¨r verschiedene
Parameter (γ, f) mit konstantem Verha¨ltnis γ/f gelo¨st. Fu¨r jede Kombination (γ, f)
wurden dabei drei Rechnungen durchgefu¨hrt, wobei jeweils die Phase α des Konver-
genzparameters b = b0 exp(iα) der semiparabolischen Koordinaten (Gleichung (2.32))
variiert wurde. Nach Abschnitt 2.1.2 fu¨hrt dies zu einer komplexen Rotation.
Wie in Kapitel 2.1.3 beschrieben, a¨ndert sich bei einer solchen Rotation nur die Lage der
Streuzusta¨nde in der komplexen Energieebene, die Lage der gebundenen Zusta¨nde und
der Resonanzen bleibt hingegen gleich. Diese Tatsache la¨sst sich ausnutzen, um aus den
berechneten Energieeigenwerten fu¨r eine Kombination (γ, f) die gebundenen Zusta¨nde
und auskonvergierten Resonanzen heraus zu filtern. Dabei werden die Eigenwerte dreier
verschiedener Rechnungen mit unterschiedlichem Winkel α miteinander verglichen und
nur solche Werte herausgeschrieben, die ihre spektrale Lage nicht mehr, als eine gewisse
numerischen Toleranz gea¨ndert haben. Alle Streuzusta¨nde, die fu¨r jeden Winkel α an
einem anderen Punkt in der komplexen Energieebene auftauchen, fallen dadurch her-
aus. Eine bespielhafte Darstellung zweier konvergierter Resonanzen, sowie einer schlecht
konvergierten Resonanz zusammen mit winkelabha¨ngigen Streuzusta¨nden ist in Abbil-
dung 3.1 zu sehen.
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Abbildung 3.1.: a) Konvergierte Resonanzen fu¨r eine Basis von Nmax = 90. Im Pa-
rameterraum wurde dabei ein Ellipse in 60 Schritten um den Punkt
(γ = 2,17 · 10−3, f = 2,17 · 10−5) mit den relativen Ellipsenradien von
3 % zum absoluten Wert von je f und γ umlaufen. Die Trajektorien
der berechneten Energieeigenwerte stimmen fu¨r alle drei Konvergenz-
winkel α u¨berein. Die Startpunkte sind durch einen roten Kreis mar-
kiert. b) Die Resonanzen im oberen Bereich der Abbildung sind schlecht
konvergiert. Die Trajektorie fu¨r α = 5 ◦ (markiert durch rote +) weicht
deutlich von den anderen beiden ab. Im unteren Bereich tauchen nicht
konvergierte Streuzusta¨nde auf. Da ihre Lage im Diagramm winkelab-
ha¨ngig ist, werden sie fu¨r andere Konvergenzwinkel α aus dem Sichtbe-
reich des Diagramms verschoben.
Die reellen Energien der auskonvergierten Resonanzen und die Energien der gebunde-
nen Zusta¨nde ko¨nnen nun u¨ber f aufgetragen werden (γ = c f ist durch das konstant
gehaltene Verha¨ltnis c = γ/f ebenfalls festgelegt), um das so entstehende Spektrum auf
vermiedene Kreuzungen untersuchen zu ko¨nnen.
Abbildung 3.2 wurde mit Nmax = 90 und einem Verha¨ltnis von γ/f = 120 berechnet.
Sie zeigt einige vermiedene Kreuzungen, welche mit roten Kreisen markiert wurden. An
einer vermiedenen Kreuzung kommen sich zwei Zusta¨nde sehr nahe, sie kreuzen sich
jedoch nicht, sondern weichen einander aufgrund ihrer Wechselwirkung aus [4]. Hier-
von ausgehend la¨sst sich nun untersuchen, ob bei einer Variation der Feldsta¨rken eine
Entartung im Sinne eines EP auftritt.
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Abbildung 3.2.: Auftragung des Realteils der Energie auskonvergierter Resonanzen und
gebundener Zusta¨nde u¨ber der elektrischen Feldsta¨rke f bei einem Ver-
ha¨ltnis von γ/f = 120 und einer Basis mit Nmax = 90. Einige der
auftretenden vermiedenen Kreuzungen sind mit einem roten Kreis mar-
kiert und wurden im Rahmen dieser Arbeit auf das Auftreten exzep-
tioneller Punkte untersucht. Im Falle von atomarem Wasserstoff ent-
spricht f = 1,6 · 10−5 einer elektrischen Feldsta¨rke von 8,22 · 106 V/m
und γ = 120f einer magnetischen Flussdichte von 451 T (siehe An-
hang B). Diese Werte sind experimentell nach aktuellem Stand nicht
zuga¨nglich. Fu¨r Cu2O ergibt sich hierfu¨r entsprechend jedoch eine elek-
trische Feldsta¨rke von 2,82 · 103 V/m und eine magnetische Flussdichte
von 1,16 T, beides Werte, die sich ohne gro¨ßere Probleme experimentell
realisieren lassen. Das gezeigte Schaubild befindet sich fu¨r Cu2O dem-
nach im experimentell zuga¨nglichen Bereich.
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3.2. Vertauschungsverhalten der Eigenwerte eines EP
Bei der Suche nach einem exzeptionellen Punkt, ausgehend von einer vermiedenen Kreu-
zung, wurde zuerst deren Lage im (γ, f)-Raum lokalisiert und ihre Energie E0 notiert.
Anschließend wurde an der (γ, f)-Kombination einer solchen Kreuzung eine Ellipse mit
60 Schritten und einem Radius von 2 % des absoluten Wertes in je γ und f berechnet
und fu¨r jeden Punkt auf dieser Ellipse die generalisierte Eigenwertgleichung (2.39) ge-
lo¨st. Dabei wurden je 50−100 Eigenwerte um die Energie E0 der vermiedenen Kreuzung
berechnet.
Das so entstehende Eigenwertspektrum in der komplexen Ebene kann anschließend auf
die Signatur vertauschender Eigenwerte wie z. B. in Abbildung 2.5 untersucht werden.
Dazu wird ein selbst geschriebenes Python-Skript verwendet, welches die Eigenwerte sor-
tiert, um eine verschiedenfarbige Darstellung der Pfade im Energieraum zu gewa¨hrleis-
ten. Diese Sortierung ist no¨tig, da nicht alle verfu¨gbaren Eigenwerte der Basis berechnet
werden, sondern nur eine kleine Anzahl von Werten, die energetisch am na¨chsten an der
Energie E0 der vermiedenen Kreuzung liegt. La¨uft einer dieser Eigenwerte fu¨r verschie-
dene Punkte auf der Ellipse im Parameterraum aus dem
”
sichtbaren“ Energiefenster,
weil sich an einer anderen Stelle in der komplexen Energieebene ein weiterer Eigenwert
in Richtung E0 bewegt, so a¨ndert sich die Reihenfolge aller berechneten Eigenwerte.
Ein Wert, der die ersten zehn Ellipsenschritte an Position x der berechneten Eigenwerte
stand, kann dadurch an eine andere Position y 6= x ru¨cken. Nur wenn der gleiche Eigen-
wert immer die selbe Position, relativ zu allen berechneten Eigenwerten, besitzt, ko¨nnen
die Pfade der Eigenwerte im Schaubild nach dieser Position farblich sortiert dargestellt
werden. Die Sortierung verla¨uft dabei wie folgt:
1. Fu¨r den ersten Punkt auf der Ellipse im Parameterraum (γ, f) werden alle n Ei-
genwerte berechnet, welche am na¨chsten zur gewu¨nschten Energie E0 liegen. Die
Position dieser ersten Eigenwerte legt die Reihenfolge der Sortierung fest.
2. Dieses Verfahren wird fu¨r den zweiten Punkt auf der Ellipse unter der Annah-
me wiederholt, dass die Schritte auf der Ellipse klein genug gewa¨hlt sind, sodass
noch kein Eigenwert aus dem Energiefenster la¨uft und sich die Reihenfolge der
Eigenwerte bei diesem Schritt noch nicht a¨ndert.
3. Fu¨r alle folgenden Schritte auf der Ellipse wird mit Hilfe der jeweils berechne-
ten (und sortierten) Energieeigenwerte der vorherigen beiden Schritte eine lineare
Interpolation zu einem Punkt Eguess durchgefu¨hrt. Anschließend werden alle be-
rechneten Eigenwerte des aktuellen Schrittes mit jedem Eguess verglichen und an
diejenige Position sortiert, bei welcher die Differenz der Betra¨ge von aktuellem Ei-
genwert und Eguess minimal wird. Durch dieses Vorgehen wird eine Sortierung der
Eigenwerte gewa¨hrleistet.
34
3.2. Vertauschungsverhalten der Eigenwerte eines EP
4. Nach einem vollsta¨ndigen Umlauf auf der Ellipse ko¨nnen nun die Anfangs- und
Endwerte der selben Position verglichen werden. Unterscheiden sich beide Posi-
tionen im Rahmen einer numerischen Toleranz nicht, so handelt es sich bei dem
Eigenwert um einen einfachen gebundenen Zustand oder eine einfache Resonanz.
Gibt es jedoch einen deutlichen Unterschied zwischen Start- und Endwert, so liegt
das Vertauschungsverhalten der Resonanzen eines exzeptionellen Punktes vor.
5. Die Verdachtsfa¨lle aus dem letzten Schritt sollten durch eine graphische Darstellung
in einem Schaubild u¨berpru¨ft werden, bei welcher alle Energieeigenwerte des ersten
Schritts auf der Ellipse gesondert markiert werden (z.B. durch einen roten Punkt).
Werden zwei dieser Punkte durch Wege unterschiedlicher Farbe miteinander ver-
bunden, so handelt es sich um die vertauschenden Resonanzen eines exzeptionellen
Punktes. A¨ndert sich jedoch auf einem Weg zwischen zwei Punkten die Farbe oder
zeigt ein einzelner Weg mehrere Farben, so handelt es sich hier um ein Artefakt der
Farbgebung bzw. ein Fehler in der Sortierung. Diese Artefakte treten vor allem bei
gro¨ßeren Energiedifferenzen zu E0 auf oder wenn viele Resonanzpfade ineinander
laufen. Sie ko¨nnen verringert werden, indem eine kleinere Schrittweite (d. h. mehr
Punkte) auf der Ellipse gewa¨hlt wird.
Abbildung 3.3a zeigt einen bespielhaften Umlauf auf einer Ellipse mit 200 Schritten im
Parameterraum um (f = 2,735 · 10−5, γ = 2,426 · 10−3) mit relativen Ellipsenradien von
2 % des absoluten Wertes von je f und γ. Die fu¨r jeden dieser Schritte berechneten
Energieeigenwerte sind nach obigem Vorgehen farblich sortiert in Abbildung 3.3b darge-
stellt. Sie zeigen die charakteristische Signatur eines exzeptionellen Punktes. Bei einem
vollen Umlauf im Parameterraum vertauschen die beiden Resonanzen ihre Position, der
EP befindet sich somit innerhalb der Ellipse im Parameterraum. In dieser Abbildung
wird die Notwendigkeit der farblichen Sortierung deutlich. Ohne diese wa¨re nicht zu
unterscheiden, ob die Resonanzen tatsa¨chlich ihre Position vertauschen oder zwei sich
beru¨hrende Schleifen bilden.
35
3. Nachweis exzeptioneller Punkte bei Exzitonen in parallelen el. und magn. Feldern
2.70 2.75 2.80
f in 10−5
2.40
2.43
2.46
γ
in
10
−3
EP
(a) Parameterraum
−6.9 −6.8 −6.7 −6.6
Re(E) in 10−3 [a.u.]
−20
−15
−10
−5
0
Im
(E
)
in
10
−6
[a
.u
.]
α = 5 ◦
α = 11 ◦
α = 16 ◦
(b) Energieraum
Abbildung 3.3.: a) Umlauf auf einer Ellipse mit 200 Schritten im Parameterraum um
(γ = 2,426 · 10−3, f = 2,735 · 10−5) mit den relativen Ellipsenradien von
2 % des absoluten Wertes von je f und γ. Durch rote × markiert sind
die vermutlichen Positionen des exzeptionellen Punktes, berechnet durch
die spa¨ter noch vorgestellte Dreipunktmethode fu¨r Kombinationen je-
weils dreier Punkte auf der blauen Ellipse (siehe Abschnitt 4.2). Sie
zeigen in diesem Fall jedoch noch keine Konvergenz auf ein bestimm-
tes Gebiet, sondern besitzen die Form einer Hyperbel. b) Berechnete
und farblich sortierte Eigenwerte fu¨r jeden dieser Schritte. Die beiden
Resonanzen sind gut auskonvergiert (zeigen keine Abha¨ngigkeit vom Ro-
tationswinkel) und vertauschen ihre Position bei einem vollem Umlauf
im Parameterraum. Der Nachweis eines EP innerhalb der Ellipse im
Parameterraum ist somit erbracht.
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eines EP im Parameterraum
Durch das in Abschnitt 3.2 pra¨sentierte Vorgehen kann die Signatur eines exzeptionellen
Punktes im Eigenwertspektrum nachgewiesen werden. Dabei wird jedoch lediglich ein
Ru¨ckschluss gezogen, ob sich ein EP in der Ellipse befindet oder nicht. Seine genaue
Lage in Parameter- und Energieraum bleibt unbekannt.
Ein Ziel dieser Arbeit ist die exakte Bestimmung der Positionen (γEP, fEP) sowie der
Energien EEP exzeptioneller Punkte, wofu¨r iterative Verfahren a¨hnlich einem Newton-
verfahren beno¨tigt werden. Die hierfu¨r grundlegenden U¨berlegungen sowie zwei dieser
Verfahren sind in den folgenden Kapiteln dargestellt.
4.1. Das Matrixmodell – Beschreibung eines EP
Ein exzeptioneller Punkt besteht aus zwei Zusta¨nden mit bestimmten Eigenschaften
(siehe Abschnitt 2.2.1). Zur Beschreibung eines solchen Systems aus zwei Eigenwerten
und zwei Eigenvektoren, bietet sich ein zweidimensionales Matrixmodell an (siehe hierzu
z. B. Ref. [4])
M =
(
a0 + aγ (γ − γ0) + af (f − f0) b0 + bγ (γ − γ0) + bf (f − f0)
b0 + bγ (γ − γ0) + bf (f − f0) c0 + cγ (γ − γ0) + cf (f − f0)
)
. (4.1)
Die Eintra¨ge dieser Matrix werden durch lineare Entwicklungen in den beiden reellen
Feldsta¨rken γ und f um einen Entwicklungspunkt (γ0, f0) mit komplexen Koeffizien-
ten dargestellt. Dadurch wird der Einfluss der externen Felder auf das System in einer
kleinen Umgebung um (γ0, f0) beru¨cksichtigt. Die beiden Nebendiagonalelemente sind
gleich, wodurch das zweidimensionale Matrixmodell die komplex-symmetrische Struktur
der Matrix des gesamten Systems aus Abschnitt 2.3.3 beibeha¨lt. Durch diesen zweidi-
mensionalen Ansatz werden nur die beiden am EP beteiligten Zusta¨nde beru¨cksichtigt
und jegliche Kopplungen an weitere Zusta¨nde vernachla¨ssigt.
Fu¨r die Eigenwerte Ei mit i ∈ {1,2} des 2D-Modells gilt
κ ≡ E1 + E2 = tr(M) = A+B (γ − γ0) + C (f − f0) , (4.2a)
η ≡ (E1 − E2)2 = tr2(M )− 4 det(M ) = D + E (γ − γ0) + F (f − f0)
+G (γ − γ0)2 +H (γ − γ0) (f − f0) + I (f − f0)2 (4.2b)
mit neuen, komplexen Koeffizienten A,B,C,D,E, F,G,H, I.
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4.2. Lineare Ordnung – Dreipunktmethode
Ein erster Algorithmus zur Berechnung der exakten Position eines EP im Parameterraum
ergibt sich durch die lineare Na¨herung von Gleichung (4.2b)
η =D + E (γ − γ0) + F (f − f0)
+O ((γ − γ0)2 , (f − f0)2 , (γ − γ0) (f − f0)) . (4.3)
Die quadratische Differenz der Eigenwerte des 2D-Matrixmodells wird demnach linear in
den beiden externen Feldern γ und f um einen Entwicklungspunkt (γ0, f0) beschrieben.
Hierdurch la¨sst sich ein iterativer Algorithmus zur Berechnung der exakten Position ei-
nes EP entwickeln. Er basiert darauf, dass der Entwicklungspunkt an einer beliebigen
Stelle gewa¨hlt werden kann, insbesondere am EP bei (γ0 = γEP, f0 = fEP). Die hieraus
resultierende Dreipunktmethode wurde im Jahre 2010 von Uzdin und Lefebvre vorge-
stellt [7].
Die Dreipunktmethode funktioniert in Systemen mit isolierten exzeptionellen Punkten
und konvergiert iterativ gegen die tatsa¨chliche Position des exzeptionellen Punktes, so-
fern der Startpunkt der Suche nahe genug an der eigentlichen Position (γEP, fEP) gewa¨hlt
wurde. Ausgangspunkt ist die Entwicklung (4.3) am EP (mit D = 0)
η = E (γ − γEP) + F (f − fEP) , (4.4)
wobei angenommen wird, dass das System durch passende Koeffizienten E,F an einer
Position (γ, f) in der Na¨he eines EP bei (γEP, fEP) durch Gleichung (4.4) lokal hinrei-
chend gut beschrieben werden kann. Die tatsa¨chliche Position (γEP, fEP) des EP ist dabei
zuna¨chst nicht bekannt. Der Koeffizient D aus Gleichung (4.3) wurde in Gleichung (4.4)
zu Null gesetzt, da diese auch am EP gelten soll, d. h. an der Stelle, an der sowohl η, als
auch die Terme mit E und F verschwinden.
Bei der Dreipunktmethode werden zuerst Paare E1,i und E2,i der beiden zum EP geho¨-
renden Eigenwerten an drei verschiedenen Stellen (γi, fi), i ∈ {1, 2, 3} im Parameterraum
berechnet. Im Falle der vorliegenden Arbeit sind das drei mo¨glichst weit auseinander lie-
gende Punkte (γi, fi) auf einer Ellipse im Parameterraum. Die Entwicklung (4.4) gilt
dabei fu¨r jeden dieser Punkte. Mit ηi ≡ (E1,i − E2,i)2 und durch Subtraktion der ent-
sprechenden Gleichung (4.4) am ersten Punkt von derjenigen des zweiten Punktes, bzw.
im zweiten Fall von derjenigen des dritten Punktes ergibt sich
η2 − η1 = E (γ2 − γ1) + F (f2 − f1) , (4.5a)
η3 − η1 = E (γ3 − γ1) + F (f3 − f1) , (4.5b)
d. h. ein lineares Gleichungssystem, dessen Lo¨sung auf die Koeffizienten E und F fu¨hrt.
Um eine Vermutung fu¨r die Position des exzeptionellen Punktes (γEP, fEP) zu errechnen,
ko¨nnen diese Koeffizienten in die Gleichung (4.4) fu¨r einen bestimmten Punkt (z. B.
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Abbildung 4.1.: a) Umlauf auf einer Ellipse mit 40 Schritten im Parameterraum um
(γ = 2,38750 · 10−3, f = 2,73956 · 10−5) mit relativen Ellipsenradien von
0,03 % des absoluten Wertes in je f und γ. Durch rote × markiert sind
die vermutlichen Positionen exzeptioneller Punkte, berechnet durch die
in Abschnitt 4.2 vorgestellte Dreipunktmethode fu¨r Kombinationen von
je drei Ellipsenpunkten. Die Methode beginnt zu konvergieren, alle ver-
mutlichen Positionen fu¨r (γEP, fEP) liegen innerhalb der ersten, großen
Ellipse (blaue Punkte). b) Berechnete und farblich sortierte Eigenwerte.
Durch die Konvergenz hin zur tatsa¨chlichen Position des EP vera¨ndert
sich die Form der Kurven im Gegensatz zu Abbildung 3.3b hin zu einer
Sternform, wie sie im Beispiel 2.5b errechnet wurde. Das EP-typische
Vertauschungsverhalten bleibt auch hier sichtbar.
den ersten Punkt) eingesetzt werden. Aus Real- und Imagina¨rteil dieser Gleichung kann
wieder ein lineares Gleichungssystem konstruiert werden(
Re(E) Re(F )
Im(E) Im(F )
) (
γEP
fEP
)
=
(
d1
d2
)
, (4.6a)
d1 = Re(E) γ1 + Re(F ) f1 − Re(η1) , (4.6b)
d2 = Im(E) γ1 + Im(F ) f1 − Im(η1) . (4.6c)
Die Lo¨sung dieses linearen Gleichungssystems ergibt eine Na¨herung fu¨r die wirkliche
Position (γEP, fEP) des exzeptionellen Punktes.
Abbildung 4.1 zeigt im Gegensatz zu Abbildung 3.3 denjenigen Schritt der Dreipunkt-
methode, bei welchem deren Konvergenz einsetzt. Betrachtet wird dabei eine Ellipse im
Parameterraum (blaue Punkte) mit relativen Radien von 0,03 % in γ und f . Die ver-
mutlichen Positionen fu¨r (γEP, fEP) sind durch rote × markiert.
Wird die Rechnung fu¨r mehrere Kombinationen dreier Punkte einer Ellipse im Parame-
terraum durchgefu¨hrt, so liegen die vermutlichen Positionen des exzeptionellen Punktes
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Abbildung 4.2.: a) Umlauf auf einer Ellipse mit 40 Schritten im Parameterraum mit re-
lativen Ellipsenradien von 4,28 · 10−5 % des absoluten Wertes von je f
und γ. Durch rote × markiert ist die Position des exzeptionellen Punk-
tes, berechnet durch die in Abschnitt 4.2 vorgestellte Dreipunktmetho-
de. b) Berechnete und farblich sortierte Eigenwerte. Durch den sehr
kleinen Umlauf um den exzeptionellen Punkt ist dieser vom System na-
hezu vollsta¨ndig isoliert und die Kurve zeigt die selbe Sternform wie in
Abbildung 2.5b.
wiederum auf Ellipsen (in Abbildung 4.1a allerdings nicht zu erkennen, da die Ellipse
hier sehr flach ist), sofern sich die urspru¨ngliche Ellipse (blaue · in Abbildung 4.1a)
schon nahe genug am EP befindet und ihre relativen Radien in γ und f klein genug ge-
wa¨hlt wurden. Die Gro¨ße der neuen Ellipse dient als Fehlerabscha¨tzung der errechneten
Position des EP.
Das Gebiet dieser neuen Ellipse sollte bei Konvergenz der Dreipunktmethode kleiner
als die urspru¨ngliche Ellipse sein. Im na¨chsten Iterationsschritt kann dann eine Ellipse
mit kleinerem Radius und Mittelpunkt an der vermutlichen Position (γEP, fEP) gewa¨hlt
werden – der Algorithmus konvergiert Schritt fu¨r Schritt gegen die wirkliche Position
des EP.
Ausgehend von Abbildung 4.1 folgt mit zwei weiteren Iterationsschritten der Dreipunkt-
methode fu¨r die Position des betrachteten EP
γEP = 2,387 819 · 10−3, fEP = 2,739 422 · 10−5 . (4.7)
Eine Darstellung von Parameterraum und Energieraum beim letzten Iterationsschritt
findet sich in Abbildung 4.2. Deutlich ist zu erkennen, wie sich die Pfade der Eigenwerte
im Energieraum (im Gegensatz zu Abbildung 4.1) der theoretischen Sternform eines
isolierten exzeptionellen Punktes aus Abbildung 2.5b angena¨hert haben.
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4.2.1. Probleme der Dreipunktmethode
Eine Schwierigkeit der in Abschnitt 4.2 vorgestellten Dreipunktmethode besteht darin,
dass sie vom sichtbaren Vertauschungsverhalten der beteiligten Eigenwerte bei vollsta¨n-
diger Umkreisung des exzeptionellen Punktes im Parameterraum ausgeht. Beginnend
mit den Parametern (γ, f) sowie der Energie einer vermiedenen Kreuzung wurde hierzu
typischerweise auf einer Ellipse im Parameterraum mit relativen Radien von 2 % in γ
und f fu¨r 60 Schritte die Eigenwertgleichung gelo¨st. Meistens war das Vertauschungs-
verhalten dann jedoch noch nicht sichtbar, d.h. der EP befand sich nicht im umlaufenen
Gebiet. Durch eine schrittweise Erho¨hung des Radius konnte nun das abgesuchte Gebiet
vergro¨ßert werden. Da bei einem gro¨ßeren Radius im Parameterraum auch das Gebiet
wa¨chst, welches von den Pfaden der zugeho¨rigen Eigenwerte im Energieraum durchlau-
fen wird, beginnen diese Pfade fu¨r nahe beieinander liegende Resonanzen ineinander zu
laufen und die farbliche Sortierung versagt.
Um die korrekte farbliche Sortierung der Pfade gewa¨hrleisten zu ko¨nnen, muss aus die-
sem Grund die Anzahl der Berechnungsschritte auf dem Pfad im Parameterraum erho¨ht
werden. Typischerweise konnten so die relativen Radien der Ellipse im Parameterraum
von 3 % auf 10 % des absoluten Wertes von γ0 und f0 vergro¨ßert werden, wobei sich 200
Schritte als meist ausreichend herausgestellt haben. Je mehr Schritte gewa¨hlt werden,
desto ho¨her ist jedoch der numerische Aufwand des Verfahrens, sodass solche Berech-
nungen sehr zeitintensiv sind.
Die schrittweise Vergro¨ßerung des Radius fu¨hrt auf ein weiteres Problem. Falls der relati-
ve Radius der urspru¨nglichen Ellipse im Parameterraum (vgl. blaue Punkte in Abbildung
3.3a) zu groß ist (und ihre Punkte daher einen zu großen Abstand zum EP besitzen),
konvergiert die Dreipunktmethode nicht mehr, die lokale Beschreibung durch die Koef-
fizienten des zweidimensionalen Matrixmodells versagt. Die Ellipsen im Parameterraum
fu¨r die vermutliche Position des EP vera¨ndern sich dann zu einem hyperbelfo¨rmigen
Aussehen und verlaufen teilweise außerhalb der urspru¨nglichen Ellipse (vgl. rote × in
Abbildung 3.3a). Da jedoch die tatsa¨chliche Position des EP innerhalb der urspru¨nglichen
Ellipse sein muss (besta¨tigt durch sichtbares Vertauschungsverhalten der Eigenwerte), ist
diese Vorhersage physikalisch nicht mehr sinnvoll. In diesem Fall kann durch die Drei-
punktmethode keine Aussage u¨ber die vermutliche Position des EP getroffen werden.
Es werden andere Methoden beno¨tigt, um erst einmal nahe genug an die tatsa¨chliche
Position des exzeptionellen Punktes zu kommen, sodass die Dreipunktmethode zu kon-
vergieren beginnt.
Eine Mo¨glichkeit zur Anna¨herung an die tatsa¨chliche Position des EP, falls die Drei-
punktmethode noch nicht konvergiert, nutzt die Unterteilung der urspru¨nglichen Ellipse
im Parameterraum in 8 × 8 kleinere, sich u¨berlappende Ellipsen. Der U¨berlapp ist so
gewa¨hlt, dass jeder Punkt der Fla¨che der großen Ellipse von einer kleinen Ellipse ab-
gedeckt wird. Nun wird die Eigenwertgleichung fu¨r jede der kleinen Ellipsen gelo¨st und
diejenige ausgewa¨hlt, in welcher sich nun der exzeptionelle Punkt befindet, d. h. bei wel-
cher das typische Vertauschungsverhalten der Eigenwerte betrachtet wird. Anschließend
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Abbildung 4.3.: Die große, rote Ellipse beschreibt einen geschlossenen Pfad im Parame-
terraum, bei welchem im Energieraum das Vertauschungsverhalten eines
exzeptionellen Punktes beobachtet wurde. Da die Dreipunktmethode
hier jedoch noch keine Konvergenz zeigt, muss das Suchgebiet einge-
schra¨nkt werden. Dazu wurde in diesem Beispiel die große Ellipse in
4× 4 kleinere Ellipsen unterteilt, wobei auf jeder der kleineren Ellipsen
die Eigenwertgleichung fu¨r eine bestimmte Anzahl von Eigenwerten und
Schritten gelo¨st wird. Anschließend kann jede der kleinen Ellipsen auf
vertauschende Eigenwerte untersucht werden. Tritt das Vertauschungs-
verhalten gleicher Eigenwerte in mehreren Ellipsen gleichzeitig auf, so
liegt der EP im U¨berlappbereich der beteiligten Ellipsen.
wird die Konvergenz der Dreipunktmethode u¨berpru¨ft. Sofern diese noch nicht vorliegt,
ist die Unterteilung in 8 × 8 kleinere Ellipsen zu wiederholen. Eine Veranschaulichung
der Aufteilung in kleinere Ellipsen ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Der U¨bersichtlichkeit
halber wurde hier lediglich in 4× 4 Ellipsen unterteilt.
Die Aufteilung in kleinere Ellipsen kostet sehr viel Rechenzeit, da jede Ellipse wieder-
um in einer bestimmten Anzahl von Schritten durchlaufen werden muss (je nach Radius
typischerweise 40 bis 80 Schritte) und fu¨r jeden dieser Schritte die Eigenwertgleichung
fu¨r eine gewu¨nschte Anzahl von Eigenwerten zu lo¨sen ist. Als Beispiel konnte durch die
Unterteilung in kleinere Ellipsen der relative Radius der Ellipse im Parameterraum von
anfa¨nglich 2 % in Abbildung 3.3 auf 0,03 % in Abbildung 4.1 in zwei Schritten reduziert
werden. Hier zeigt die Dreipunktmethode erstmalig ein konvergentes Verhalten.
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Abbildung 4.4.: Auftragung der komplexen Energie zweier Resonanzen bei einer Umkrei-
sung im Parameterraum um (γ0 = 1,48100 · 10−3, f0 = 1,85125 · 10−5)
mit den relativen Ellipsenradien von 6 % in je γ und f . Der Mittelpunkt
wurde dabei auf die abgescha¨tzten Werte einer vermiedenen Kreuzung
gelegt. Zwar zeigen die beiden Pfade noch kein EP-typisches Vertau-
schungsverhalten, jedoch ist deutlich eine Wechselwirkung zwischen ih-
nen zu erkennen, welche ihren Verlauf deformiert. Ohne diese Wechsel-
wirkung ha¨tten sie ein eher elliptisches Aussehen wie in Abbildung 3.1a,
d. h. in Abwesenheit einer vermiedenen Kreuzung.
4.3. Quadratische Ordnung – Oktagonmethode
Im Rahmen der Dreipunktmethode wurden in Gleichung (4.3) nur Terme der linea-
ren Ordnung in γ und f beru¨cksichtigt. Dies hat den Vorteil, dass das Gleichungssys-
tem (4.6) auf eine eindeutige Lo¨sung fu¨r die tatsa¨chliche Position (γEP, fEP) des EP
im Parameterraum fu¨hrt. Allerdings entstehen dabei auch gewisse Fehler, weshalb die
Dreipunktmethode im System des Exzitons in parallelen elektrischen und magnetischen
Feldern einen sehr kleinen Konvergenzbereich aufweist. Um in diesen Bereich zu gelan-
gen, sind numerisch sehr teure Rechnungen notwendig. Ein Ziel dieser Arbeit war es
deshalb, das Auffinden von exzeptionellen Punkten zu verbessern und eine neue Me-
thode zu finden, die mit geringerem numerischen Aufwand in einem deutlich gro¨ßeren
Bereich konvergiert. Das vorliegende Kapitel beschreibt den Entwicklungsprozess und die
Schwierigkeiten dieser neuen Methode – der Oktagonmethode. Aufgrund der in Abschnitt
4.2.1 angesprochenen Schwierigkeiten beim Auffinden von exzeptionellen Punkten liegt
der Wunsch nahe, eine verbesserte Methode zur Berechnung deren exakter Position zu
finden. Die Methode soll die folgenden Erwartungen erfu¨llen:
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• Wird fu¨r die Parameter (γ, f) einer vermiedenen Kreuzung ein Kreis im Parame-
terraum mit genau diesem Mittelpunkt umlaufen, so gibt es bei der entsprechenden
Energie E0 typischerweise zwei Eigenwerte, die sich nahe kommen und deren Pfa-
de im Energieraum Ansa¨tze einer Wechselwirkung aufzeigen (siehe Abbildung 4.4).
Als Ausgangspunkt der neuen Methode sollen deshalb wie bei der Dreipunktme-
thode nur die Parameter (γ, f) sowie E0 der vermiedenen Kreuzung dienen.
• Da der Umlauf um den EP im Parameterraum mit einer gewissen Anzahl von
Schritten numerisch sehr teuer ist, soll das neue Verfahren ein sichtbares Vertau-
schungsverhalten der am EP beteiligten Eigenwerte nicht mehr beno¨tigen oder den
hierfu¨r no¨tigen Rechenaufwand deutlich reduzieren.
• Zur Vermeidung der Unterteilung großer Ellipsen in viele kleine nach dem Verfah-
ren in Abbildung 4.3 muss das neue Verfahren in einem gro¨ßeren Bereich konver-
gieren als die Dreipunktmethode.
Ein erster Ansatzpunkt fu¨r die Verbesserung der Dreipunktmethode liegt in der Na¨he-
rung in Gleichung (4.3). Hier werden nur lineare Ordnungen in γ und f beru¨cksichtigt,
unter der Annahme, dass die Punkte auf der Ellipse im Parameterraum nah genug am
EP gewa¨hlt werden, so dass Terme ho¨herer Ordnung vernachla¨ssigbar werden [7]. Eine
Mo¨glichkeit, den Konvergenzbereich des Verfahrens zu vergro¨ßern, ist demnach die Be-
ru¨cksichtigung der Terme quadratischer Ordnung in Gleichung (4.2b).
Sollen in Gleichung (4.2b) auch die quadratischen Terme beru¨cksichtigt werden, so er-
ho¨ht sich die Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten deutlich, weshalb nun neun
Punkte im Parameterraum beno¨tigt werden. Acht liegen auf den Ecken eines regelma¨ßi-
gen Oktagons, wa¨hrend der neunte dessen Mittelpunkt markiert (siehe Abbildung 4.5).
An jedem dieser Punkte i ∈ {0, . . . , 8} aus Abbildung 4.5 im Parameterraum werden
die zwei zu einem EP geho¨renden Eigenwerte E1,i und E2,i berechnet. Dabei beschreibt
ηi ≡ (E1,i−E2,i)2 die quadratische Differenz der Eigenwerte am Punkt (γi, fi). Mit Hilfe
des Oktagons lassen sich alle Koeffizienten in Gleichung (4.2b) bestimmen:
• Der Koeffizient D entspricht dem Wert von η0 am Punkt (γ0, f0), d.h. am Mittel-
punkt in Abbildung 4.5.
• Die Koeffizienten E bzw. F geben die Steigung der Kurve (E1−E2)2 bei konstant
gehaltenem f bzw. γ an. Sie lassen sich durch eine erste numerische Ableitung
berechnen. So gilt in der Notation von Abbildung 4.5
E =
η1 − η5
2hγ
, F =
η3 − η7
2hf
. (4.8)
Man beachte, dass E hier einen Koeffizient aus Gleichung (4.2b) beschreibt, wa¨h-
rend mit Ei, i ∈ {1, 2}, die beiden Energieeigenwerte eines EP bezeichnet werden.
Das selbe gilt fu¨r den Koeffizienten F aus Gl. (4.2b), der hier nicht mehr die
elektrische Feldsta¨rke nach Abschnitt 2.1.1 bezeichnet.
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Abbildung 4.5.: Schematische Darstellung der neun Punkte im (γ, f) Parameterraum
bei der Oktagonmethode. Dabei wird fu¨r jeden dieser Punkte die Eigen-
wertgleichung (2.39) gelo¨st, wodurch sich fu¨r jeden Punkt i ein Wert fu¨r
ηi ≡ (E1,i − E2,i)2 aus den beiden am EP beteiligten Eigenwerten E1
und E2 berechnen la¨sst.
• Die Koeffizienten G bzw. I beschreiben fu¨r konstante Werte von f bzw. γ jeweils
die Kru¨mmung der Kurve (E1 − E2)2, was einer zweiten numerischen Ableitung
entspricht. Nach Abbildung 4.5 folgt
G =
η1 + η5 − 2η0
2h2γ
, I =
η3 + η7 − 2η0
2h2f
. (4.9)
• Der Koeffizient H des Mischterms in Gleichung (4.2b) la¨sst sich ebenfalls nume-
risch mit Hilfe des Oktagons berechnen, wobei vier Punkte beno¨tigt werden. Nach
Abbildung 4.5 gilt
H =
η2 − η4 + η6 − η8
2hγ hf
. (4.10)
Mit Hilfe des Oktagons lassen sich somit alle komplexen Koeffizienten aus Gleichung
(4.2b) berechnen. Problematisch bleibt allerdings, aus den an jedem Punkt i berechne-
ten Eigenwerten diejenigen zwei Eigenwerte E1 und E2 auszuwa¨hlen, die an der Bildung
des EP beteiligt sind (typischerweise wurden bei einer Matrixdiagonalisierung nach Glei-
chung (2.39) jeweils die na¨chstliegenden 10 - 20 Eigenwerte zur Energie E0 der vermie-
denen Kreuzung bestimmt).
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Als mo¨gliche Lo¨sung dieses Problems werden die relativen Oktagonradien hγ und hf
klein genug gewa¨hlt. Somit verlaufen die Pfade der berechneten Resonanzen im Energie-
raum bei einem vollen Umlauf auf dem Oktagon im Parameterraum ra¨umlich getrennt.
Werden nun aus allen berechneten Eigenwerten diejenigen zwei ausgewa¨hlt, welche ener-
getisch am na¨chsten an der Energie der vermiedenen Kreuzung liegen, so lassen sich die
beno¨tigten beiden Eigenwerte E1 und E2 ausfiltern. Im Rahmen dieser Arbeit haben
sich relative Ellipsenradien von 0,03 % des jeweils absoluten Wertes von γ0 und f0 am
Mittelpunkt des Oktagons als sinnvoll fu¨r die Gro¨ßen hγ und hf erwiesen.
4.3.1. Iterationsschritt und Auswahl der richtigen Lo¨sung
Zur Berechnung der exakten Position eines exzeptionellen Punktes im (γ, f)-Raum kann
mit Hilfe des Oktagons aus Abbildung 4.5 und Gleichung (4.2b) ein iterativer Algorith-
mus der Form
γ
(n+1)
0 = γ
(n)
0 + x
(n) ; γEP = lim
n→∞
γ
(n)
0 ,
f
(n+1)
0 = f
(n)
0 + y
(n) ; fEP = lim
n→∞
f
(n)
0
(4.11)
entwickelt werden. Hierbei bezeichnen γ
(n)
0 und f
(n)
0 den Mittelpunkt der Oktagons
im n-ten Iterationsschritt. Weiterhin gelten die Abku¨rzungen x(n) ≡ (γ(n)EP − γ(n)0 ) und
y(n) ≡ (f (n)EP − f (n)0 ) mit den Abscha¨tzungen γ(n)EP und f (n)EP fu¨r die Position des EP im
Parameterraum (jeweils im n-ten Schritt).
Da nach Abschnitt 2.2.1 die Eigenwerte am EP entarten, kann zu dessen Suche die linke
Seite von Gleichung (4.2b) zu Null gesetzt werden. Dies geschieht unter der Annahme,
dass sich die Koeffizienten A, . . . , I in der lokalen Umgebung des EP nicht mehr a¨ndern
und die Beschreibung im Rahmen des zweidimensionalen Matrixmodells lediglich von
den beiden Feldsta¨rken γ und f abha¨ngt. Die Entartung muss dabei sowohl fu¨r den
Real- als auch fu¨r den Imagina¨rteil gelten
0 = Re(D) + Re(E)x+ Re(F ) y + Re(G)x2 + Re(H)x y + Re(I) y2 , (4.12a)
0 = Im(D) + Im(E)x+ Im(F ) y + Im(G)x2 + Im(H)x y + Im(I) y2 , (4.12b)
wobei die Abku¨rzungen x ≡ (γEP − γ0) und y ≡ (fEP − f0) verwendet werden und γEP
und fEP jeweils eine Abscha¨tzung fu¨r die Position des EP im Parameterraum darstellen.
Hierbei handelt es sich um zwei Gleichungen mit x und y ho¨chstens in quadratischer
Ordnung, welche als Unbekannte nur noch die beiden reellen Koeffizienten γ und f
enthalten.
Durch Teilen von Gleichung (4.12a) durch Re(I) bzw. von Gleichung (4.12b) durch Im(I)
und anschließender Subtraktion der beiden resultierenden Gleichungen fa¨llt der y2-Term
weg. Aufgelo¨st nach y ergibt sich so
y(x) = −W (D, I) +W (E, I)x+W (G, I)x
2
W (F, I) +W (H, I)x
. (4.13)
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Hierzu wurde der U¨bersichtlichkeit halber die Funktion W (U, V ) definiert
W (U, V ) ≡ Ui Vr − Ur Vi , (4.14)
wobei die Abku¨rzungen Ui ≡ Im(U) und Ur ≡ Re(U) mit U, V ∈ {D,E, F,G,H, I}
verwendet werden. Durch das Einsetzen von Gl. (4.13) in Gleichung (4.12a) entsteht fu¨r
W (F, I) + W (H, I)x 6= 0 ein Polynom vierten Grades in x, dessen Nullstellen gesucht
sind
0 = f1W (F, I) + IrW (D, I)
2
+ {f1W (H, I) + f2W (F, I) + 2IrW (D, I)W (E, I)} x
+
{
f2W (H, I) + f3W (F, I) + 2IrW (D, I)W (G, I) + IrW (E, I)
2
}
x2
+ {f3W (H, I) + [2IrW (E, I)−Hi W (F, I)] W (G, I)} x3
+ {[Hi W (H, I) + IrW (G, I)] W (G, I)} x4 .
(4.15)
Dabei werden weitere Abku¨rzungen verwendet
f1 = Dr − FrW (D, I) , (4.16a)
f2 = Er − FrW (E, I)−Hi W (D, I) , (4.16b)
f3 = Gr − FrW (G, I)−HiW (E, I) . (4.16c)
Im allgemeinen Fall besitzt ein Polynom vierten Grades vier komplexe Nullstellen, es
ko¨nnen jedoch auch zwei oder alle vier Nullstellen reell sein. Alle diese Fa¨lle treten in
der Praxis auf. Nun gilt es, falls reelle Nullstellen vorhanden sind, herauszufinden, wel-
che davon der tatsa¨chlichen Abscha¨tzung fu¨r den Wert (γEP, fEP) der Position des EP
entspricht. Die restlichen (eventuell komplexen) Lo¨sungen entstehen durch die mathe-
matische Struktur der vorliegenden Methode (Na¨herung der Gleichungen (4.12) bis zur
quadratischen Ordnung in γ und f) und haben keine weitere physikalische Relevanz.
Gibt es keine reellen Nullstellen, so sollte nach Mo¨glichkeit trotzdem eine Abscha¨tzung
fu¨r (γEP, fEP) getroffen werden ko¨nnen. Zusammenfassend geht bei Beru¨cksichtigung
quadratischer Terme der Feldsta¨rken γ und f in Gleichung (4.2b) die Eindeutigkeit der
Lo¨sung verloren. Es mu¨ssen weitere U¨berlegungen zur Auflo¨sung dieses Mehrdeutigkeits-
problems angestellt werden.
Zur Auswahl der richtigen Lo¨sung und zur Auflo¨sung der Mehrdeutigkeit bzw. zum Er-
halt eines Scha¨tzwertes fu¨r γEP und fEP im Falle vier komplexer Lo¨sungen, wird die so-
genannte ε-Methode verwendet, fu¨r welche die Struktur des Oktagons aus Abbildung 4.5
noch einmal betrachtet werden muss. Die Koeffizienten A bis I werden fu¨r ein Oktagon
mit dem Mittelpunkt bei f0 und γ0 berechnet, d. h. fu¨r x = y = 0. Das System wird
deshalb an diesem Punkt (γ0, f0) durch ein Matrixmodell mit genau diesen Koeffizienten
am Besten beschrieben. Hiervon ausgehend ist es nachvollziehbar, die Gleichungen (4.12)
erst einmal nicht auf Null, sondern gleich (1− ε)D zu setzen
(1− ε)Dr = Dr + Er x+ Fr y +Gr x2 +Hr x y + Ir y2 , (4.17a)
(1− ε)Di = Di + Ei x+ Fi y +Gi x2 +Hi x y + Ii y2 . (4.17b)
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Abbildung 4.6.: Exemplarische Darstellung der ε-Methode. Fu¨r ε = 0 ergeben sich vier
Lo¨sungen xi des Polynoms vierter Ordnung, welches analog zu dem auf
Gleichung (4.15) fu¨hrenden Vorgehen aus den Gleichungen (4.17) folgt.
Zwei xi sind rein reell und zwei sind komplex. Die physikalisch relevante
Lo¨sung ist diejenige, welche fu¨r ε = 0 einen verschwindenden Real- und
Imagina¨rteil besitzt (rote Kreise). Alle anderen Lo¨sungen haben keine
physikalische Relevanz. Durch die schrittweise A¨nderung ε → 1 lassen
sich die Pfade der Lo¨sungen durch geeignete Sortierung verfolgen, wo-
durch die physikalisch relevante Lo¨sung auch fu¨r ε = 1 erkennbar wird.
Anmerkung: In diesem Beispiel ist die betragsma¨ßig kleinste Lo¨sung die
richtige. Im allgemeinen Fall ist das jedoch nicht immer so.
Analog zu dem auf Gleichung (4.15) fu¨hrenden Vorgehen folgt durch ineinander Ein-
setzen beider Gleichungen hieraus wieder eine einzelne Gleichung mit einem Polynom
vierter Ordnung in x. Auch diese besitzt wieder vier (komplexe) Lo¨sungen. Im Falle
ε = 0 steht auf der linken Seite der Gleichungen (4.17) jeweils nur der Koeffizient D.
Eine offensichtliche Lo¨sung des Gleichungssystems ist dann diejenige mit x = y = 0,
d. h. fu¨r f = f0 und γ = γ0. Dies entspricht genau dem Punkt, der durch die Koeffizi-
enten der Oktagonmethode am Besten beschrieben wird, weshalb x = 0 fu¨r ε = 0 als
ausgezeichnete der vier mo¨glichen Lo¨sungen betrachtet werden kann.
Wird nun der Parameter ε schrittweise von Null nach Eins vergro¨ßert, so kann durch ge-
eignetes Sortieren der vier jeweiligen Lo¨sungen der Pfad dieser ausgezeichneten Lo¨sung
bis hin zu ε = 1 verfolgt werden (siehe Abbildung 4.6). Jetzt steht auf der linken Seite
des Systems (4.17) wieder eine Null und es ergeben sich die selben vier Lo¨sungen wie
in Gleichung (4.12) bzw. (4.15), wobei nun allerdings bekannt ist, welche davon aus der
Lo¨sung x = 0 fu¨r ε = 0 entsteht. Der zugeho¨rige Wert fu¨r y errechnet sich dann u¨ber
Gleichung (4.13). Mit Hilfe der ε-Methode la¨sst sich das Problem der Mehrdeutigkeit
lo¨sen und aus den vier mo¨glichen (komplexen) Lo¨sungen eines Polynoms vierter Ord-
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Abbildung 4.7.: Exemplarische Darstellung der ε-Methode mit vorzeitigem Abbruch bei
ε = 0,53. Wieder gibt es fu¨r ε = 0 eine ausgezeichnete Lo¨sung mit
verschwindendem Real- und Imagina¨rteil (rote Kreise). Diese fa¨llt bei
ε = 0,53 mit der zweiten reellen Lo¨sung in einer Verzweigungssingula-
rita¨t zusammen und alle Lo¨sungen werden komplex. An diesem Punkt
bricht der Algorithmus ab.
nung den richtigen Scha¨tzwert fu¨r die Position des EP im Parameterraum ableiten. Die
ausgezeichnete Lo¨sung x = xEP und y = yEP fu¨r ε = 1 dient als neue Abscha¨tzung fu¨r
(γEP, fEP), d. h. γEP = xEP + γ0 und fEP = yEP + f0. Nun kann ein na¨chster Iterations-
schritt mit einem neuen Oktagon gestartet werden, welches die abgescha¨tzte Position des
EP als Mittelpunkt entha¨lt. Das Verfahren na¨hert sich somit iterativ der tatsa¨chlichen
Position des EP an.
Fu¨r den Fall, dass alle Lo¨sungen von Gleichung (4.15) fu¨r ε = 1 komplex sind, kann die
iterative Suche nach dem exzeptionellen Punkt trotzdem fortgefu¨hrt werden. Dazu wird
zuerst fu¨r ε = 0 die physikalisch relevante Lo¨sung ermittelt. Anschließend wird ε schritt-
weise erho¨ht, bis diese Lo¨sung komplex wird, was in diesem Fall fu¨r 0 < ε < 1 geschieht.
Nun wird der na¨chste Iterationsschritt des Verfahrens mit den letzten reellen Werten der
ausgezeichneten Lo¨sung gestartet. In vielen Fa¨llen, in welchen solch ein Verhalten auf-
tritt, ergeben sich nach wenigen Iterationsschritten mit rein komplexen Lo¨sungen wieder
reelle Lo¨sungen und der Algorithmus konvergiert gegen den EP. Eine graphische Dar-
stellung der ε-Methode mit vorzeitigem Abbruch findet sich in Abbildung 4.7. Falls die
ε-Methode nicht konvergiert, wird der Wert fu¨r ε, an welchem die ausgezeichnete Lo¨sung
komplex wird, immer kleiner. Unterschreitet er eine gewisse numerische Grenze, bleibt
die Abscha¨tzung fu¨r (γEP, fEP) wa¨hrend der verschiedenen Iterationsschritte gleich und
der Algorithmus steckt in einer Endlosschleife fest.
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4.3.2. Konvergenzverhalten und Rechenzeit
Fu¨r den in Abschnitt 4.3.1 vorgestellten iterativen Algorithmus muss noch ein Kriterium
definiert werden, das die Gu¨te der Konvergenz charakterisiert. Bei jedem Iterationsschritt
wird dabei der Mittelpunkt (γ0, f0) des neuen Oktagons an die berechnete Position des
EP aus dem letzten Schritt gesetzt. Nach Gleichung (4.2b) gilt am Punkt (γ0, f0)
(E1 − E2)2 = D = η . (4.18)
Der Koeffizient D = η beschreibt somit die quadratische Differenz der Eigenwerte am
Mittelpunkt des Oktagons. Da nach Abschnitt 2.2.1 die Eigenwerte am exzeptionellen
Punkt entarten, verschwindet dort ihre Differenz. Als Konsequenz wird |η| immer kleiner,
je na¨her sich der Mittelpunkt des Oktagons an der tatsa¨chlichen Position des exzeptio-
nellen Punktes befindet. Der iterative Algorithmus konvergiert dann, wenn sich |η| bei
jedem Iterationsschritt verringert. Eine typische Auftragung von
√|η| = |E1,i−E2,i| u¨ber
den Iterationsschritten i, ausgehend von der vermiedenen Kreuzung aus Abbildung 4.4,
findet sich in Abbildung 4.8 (rote Kurve).
Als eine weitere Mo¨glichkeit zur Veranschaulichung des Konvergenzverhaltens lassen sich
die komplexen Energien der am EP beteiligten Resonanzen an der gena¨herten Positi-
on γEP und fEP eines jeden Iterationsschrittes im Energieraum auftragen (siehe Abbil-
dung 4.9). Die beiden Resonanzen (× in Abbildung 4.9) na¨hern sich bei jedem Iterati-
onsschritt im komplexen Energieraum an. Gleichzeitig a¨ndert sich die Abscha¨tzung fu¨r
die wirkliche Position des EP (◦) in diesem Raum (Mitte1 zwischen den beiden Reso-
nanzen eines Iterationsschrittes) fu¨r die ersten Schritte noch deutlich, konvergiert dann
aber ebenfalls gegen einen bestimmten Wert, wodurch sich die Energie des EP zu
EEP = −7,647 637 585 20 · 10−3 − 8,461 814 32 · 10−7i [a.u.]
bestimmen la¨sst. Die Abscha¨tzung fu¨r die tatsa¨chliche Position des EP im Parame-
terraum ergibt sich aus dem Mittelpunkt des Oktagons mit dem kleinsten Wert von
|E1,i − E2,i| zu
γEP = 8,598 633 574 1 · 10−4 und fEP = 2,005 076 384 6 · 10−5 .
Wird nach der roten Kurve in Abbildung 4.8 ein Algorithmus verwendet, der auf der
Minimierung von |η| basiert, so kann es zum vorzeitigen Abbruch des Konvergenzver-
fahrens kommen, falls sich |η| schon wa¨hrend den ersten Iterationsschritten erho¨ht. Dies
tritt z. B. dann auf, wenn die gewa¨hlten Startwerte so weit vom EP entfernt liegen, dass
der Algorithmus erst einen gewissen Bereich im Parameterraum durchlaufen muss, bevor
es zur tatsa¨chlichen Konvergenz an einem EP kommt. Um dieses Problem zu umgehen,
kann anstelle der Minimierung von |η| auch die Konvergenz der vermutlichen Position
1Eine Rechtfertigung fu¨r diese Mittlung der Resonanzenergien am EP folgt im Fortgang dieses Kapitels
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Abbildung 4.8.: Blaue Kurve: Konvergenzverhalten der Abscha¨tzung fu¨r die tatsa¨chli-
che Position des exzeptionellen Punktes EEP,i = (E1,i + E2,i)/2 beim
i-ten Iterationsschritt (blaue Kurve). Dabei bezeichnen E1,i und E2,i die
Energien der beiden zum EP geho¨renden Eigenwerte am Mittelpunkt
des Oktagons beim i-ten Iterationsschritt. Rote Kurve: Auftragung der
betragsma¨ßigen Differenz der Eigenwerte |E1,i −E2,i| an diesem Mittel-
punkt fu¨r jeden Iterationsschritt.
EEP im Energieraum gefordert werden (siehe hierzu die Mittelpunkte in Abbildung 4.9)
|EEP,i − EEP,i−1| < tol . (4.19)
Hier beschreibt EEP,i die vermutliche Position des EP beim i-ten Iterationsschritt und
EEP,i−1 diejenige des vorhergehenden Schrittes. Die betragsma¨ßige Differenz dieser bei-
den Gro¨ßen soll kleiner sein, als eine numerische Toleranz (z. B. tol = 10−14 fu¨r Ma-
schinengenauigkeit). Das Konvergenzverhalten der Abscha¨tzung EEP,i = (E1,i + E2,i)/2
fu¨r die tatsa¨chliche Position des exzeptionellen Punktes im i-ten Iterationsschritt ist in
Abbildung 4.8 als blaue Kurve dargestellt. Zur Motivation dieser Abscha¨tzung fu¨r die
tatsa¨chliche Position des EP als Mittelwert der beiden Eigenenergien am Mittelpunkt des
Oktagons werden die beiden Gro¨ßen κ und η aus Gleichung (4.2) beno¨tigt, welche durch
die Koeffizienten A, . . . , I der Oktagonmethode bestimmt sind. Durch sie lassen sich die
beiden Eigenwerte E1 und E2 in der Na¨he des EP berechnen, wobei mit E1 − E2 = √η
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Abbildung 4.9.: Konvergenzverhalten der beiden am EP beteiligten Resonanzen × an
der gena¨herten Position γEP und fEP der ersten elf Iterationsschritte
aus Abbildung 4.8. Einerseits na¨hern sich die beiden Resonanzen immer
weiter an und entarten am EP, andererseits konvergiert die Abscha¨tzung
fu¨r die tatsa¨chliche Position des EP im Energieraum ◦ (Mitte zwischen
den beiden Resonanzen eines Iterationsschrittes) gegen einen bestimm-
ten Punkt.
eine komplexe Wurzel gezogen werden muss. Mit κ = E1 + E2 folgt so
E1 =
1
2
(
κ±
√
|η| ei arg(η)/2
)
, (4.20a)
E2 =
1
2
(
κ∓
√
|η| ei arg(η)/2
)
. (4.20b)
Am EP gilt |η| = 0, in diesem Fall entarten die beiden Eigenwerte zu EEP,guess = κ/2.
Wird hier die urspru¨ngliche Definition von κ eingesetzt, so gilt
EEP,guess =
E1 + E2
2
. (4.21)
Ein Vergleich der Steigungen der Kurven aus Abbildung 4.8 zeigt, dass die nach Glei-
chung (4.21) abgescha¨tzte Position fu¨r den EP zuerst etwas langsamer, dann aber deut-
lich schneller und genauer konvergiert, als die beiden Eigenwerte am EP entarten. Wa¨h-
52
4.3. Quadratische Ordnung – Oktagonmethode
−7.650 −7.645 −7.640 −7.635
Re(E) in 10−3 [a.u.]
−1.6
−1.2
−0.8
−0.4
0.0
Im
(E
)
in
10
−6
[a
.u
.]
7
7
9
9
Abbildung 4.10.: Vergro¨ßerung des siebten und des neunten Iterationsschrittes aus Ab-
bildung 4.9. Mit × markiert sind die Punkte aus der quantenmechani-
schen Lo¨sung von Gleichung (2.39), die Verbindungslinien entstammen
dem Verfahren nach Abschnitt 4.3.3. Zur Verdeutlichung des Vertau-
schungsverhaltens der beiden jeweiligen Eigenwerte sind diese Linien
farblich sortiert. Wa¨hrend im siebten Schritt die beiden Eigenwerte
noch auf getrennten Schleifen verlaufen (d. h. der EP liegt noch nicht
im Oktagon), tauschen sie beim neunten Iterationsschritt fu¨r einen
vollsta¨ndigen Umlauf im Parameterraum ihre Position im abgebilde-
ten Energieraum. Die Punktpaare in der Mitte der Kurven markieren
die Eigenwerte E1 und E2, berechnet am Mittelpunkt des Oktagons.
Sie liegen beim neunten Iterationsschritt in dieser Auftragung nahezu
u¨bereinander, der Mittelpunkt des zugeho¨rigen Oktagons liegt dem-
nach sehr nahe am EP.
rend die Position des EP im Energieraum nach 14 Iterationsschritten auf Maschinen-
genauigkeit konvergiert ist, la¨sst sich die Entartung der Eigenwerte an diesem Punkt
lediglich auf etwa 10−10 [a.u.] genau berechnen.
Mit Hilfe des neuen, iterativen Verfahrens ist es mo¨glich, die exakte Position eines exzep-
tionellen Punktes zu bestimmen. Hierbei wird nur von den Parametern (γ, f) der exter-
nen Felder und der Energie E0 einer vermiedenen Kreuzung ausgegangen. Wie Abbildung
4.4 verdeutlicht, muss als Startpunkt nicht notwendigerweise ein EP-typisches Vertau-
schungsverhalten vorliegen. Wird die zugrunde liegende vermiedene Kreuzung als Start-
punkt gewa¨hlt, so ist das Vertauschungsverhalten der Eigenwerte erst ab dem achten Ite-
rationsschritt zu betrachten (vgl. Abbildung 4.10). Werden fu¨r jeden Oktagonpunkt drei
Rechnungen mit unterschiedlichen komplexen Rotationswinkeln α in b = |b| exp(iα) zur
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U¨berpru¨fung der Konvergenz durchgefu¨hrt, so muss die Eigenwertgleichung des Systems
27-mal pro Schritt gelo¨st werden. Ist die Position E0 des EP im Energieraum na¨herungs-
weise bekannt, so genu¨gt es, die zehn na¨chsten Eigenwerte zu E0 mit der Lo¨sungsroutine
fu¨r Bandmatrizen (siehe Abschnitt 2.3.3) zu berechnen, wodurch das einmalige Lo¨sen
der Eigenwertgleichung (2.39) fu¨r einen Punkt auf dem Oktagon eine Rechenzeit von
etwa einer Minute beno¨tigt. Werden die Rechnungen mit Hilfe von HTCondor dabei auf
verschiedene Rechenkerne verteilt, so beno¨tigt ein Iterationsschritt der Oktagonmethode
insgesamt nur etwa eine Minute Rechenzeit.
4.3.3. Vertauschungsverhalten und Windungszahl
Durch das Verfahren in Abschnitt 4.3.2 la¨sst sich zwar die Konvergenz des iterativen
Algorithmus u¨berpru¨fen, nicht jedoch, ob es sich bei dem gefundenen Punkt wirklich um
einen exzeptionellen Punkt handelt. Bei den Rechnungen in Abschnitt 3.2 wurde das
Vertauschungsverhalten der Eigenwerte bei einer vollsta¨ndigen Umkreisung des EP im
Parameterraum als hinreichendes Kriterium verwendet. Ohne weitere Maßnahmen ist
dies bei der Oktagonmethode nicht mo¨glich, da sich die an den neun Punkten berechne-
ten Eigenwerte nicht ohne weiteres farblich sortieren lassen.
Im Rahmen der Oktagonmethode werden jedoch die Entwicklungskoeffizienten von Glei-
chungen (4.2) bestimmt, wodurch κ und η fu¨r einen gegebenen Parametersatz (γ, f)
eindeutig festgelegt sind. Da es sich hier wieder um zwei Gleichung fu¨r zwei Unbekann-
te handelt, lassen sich die beiden am EP beteiligten Eigenwerte E1 und E2 fu¨r einen
beliebigen Punkt (γ, f) berechnen
E1 =
κ+
√
η
2
, (4.22a)
E2 =
κ−√η
2
, (4.22b)
wobei jeweils eine komplexe Wurzel gezogen werden muss.
Die a¨ußeren Punkte des Oktagons in Abbildung 4.5 liegen auf einem Kreis bzw. auf einer
Ellipse mit bekannten relativen Radien in γ und f . Wird dieser Kreis im Parameterraum
nun numerisch in kleinen Absta¨nden diskretisiert (im Rahmen dieser Arbeit wurden ty-
pischerweise 500 - 1000 Schritte verwendet), so ko¨nnen mit Hilfe der Gleichungen (4.22)
fu¨r jeden diskreten Punkt (γ, f) die beiden Eigenwerte E1 und E2 berechnet und ana-
log zum in Abschnitt 3.2 vorgestellten Verfahren farblich zu ihren Vorga¨ngern sortiert
werden. So entstehen im Energieraum fu¨r die beiden Eigenwerte Pfade, wie sie bei einer
Umkreisung des EP im Parameterraum nach Abbildung 3.3b entstehen wu¨rden. Der ein-
zige Unterschied besteht darin, dass diesmal die quantenmechanische Berechnung nach
Gleichung (2.39) nicht mehr fu¨r jeden Punkt im Parameterraum, sondern nur noch fu¨r
die neun Punkte auf dem Oktagon durchgefu¨hrt werden muss, was den Rechenaufwand
erheblich verringert.
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Eine Darstellung der nach diesem Vorgehen berechneten Pfade fu¨r zwei verschiedene
Iterationsschritte der Oktagonmethode fu¨r den Fall aus Abbildung 4.4 findet sich in
Abbildung 4.10. Die quantenmechanisch berechneten Punkte liegen dabei exakt auf den
durch Gleichung (4.2) berechneten Pfaden. Erst durch die farblich sortierte Darstellung
der Pfade la¨sst sich das Vertauschungsverhalten der berechneten Eigenwerte nachvollzie-
hen. Dies wa¨re allein durch die Auftragung der quantenmechanisch berechneten Ener-
gieeigenwerte an den Oktagonpunkten nicht mo¨glich.
Das hier vorgestellte Verfahren erlaubt es, die Pfade im Energieraum sichtbar zu machen,
auf welchen sich die Eigenwerte bei einer vollsta¨ndigen Umkreisung im Parameterraum
bewegen. Ein EP liegt dann vor, wenn die Pfade das typische Vertauschungsverhalten
der Eigenwerte nach Abschnitt 2.2 zeigen. Um nicht jedes Bild graphisch auswerten zu
mu¨ssen, wird nun eine Methode vorgestellt, mit welcher sich der Verlauf der Pfade au-
tomatisiert auswerten la¨sst.
Grundlegende Annahme hierfu¨r ist, dass die beiden am exzeptionellen Punkt beteiligten
Eigenwerte E1 und E2 direkt an diesem entarten, d. h. es gilt (E1 − E2) = 0. An jedem
anderen Punkt in der na¨heren Umgebung ist dieser Wert jedoch ungleich Null.
Wird im Parameterraum (γ, f) eine geschlossene Kurve durchlaufen, so durchla¨uft auch
η = (E1 − E2)2 eine geschlossene Kurve in der komplexen Ebene (siehe hierzu Abbil-
dung 4.11). Nach Gleichung (4.2b) lautet der exakte Zusammenhang
η = D+E (γ−γ0)+F (f−f0)+G (γ−γ0)2 +H (γ−γ0) (f−f0)+I (f−f0)2 , (4.23)
wobei sich die Koeffizienten D,E, F,G,H, I mit Hilfe der Oktagonmethode nach Ab-
schnitt 4.3 bestimmen lassen. Befindet sich der Nullpunkt η = 0 (d. h. notwendiges Kri-
terium fu¨r einen exzeptionellen Punkt) innerhalb dieser geschlossenen Kurve, so muss
die Kurve im Parameterraum (γ, f) ebenfalls einen exzeptionellen Punkt umlaufen. Dies
la¨sst sich durch Zusammenziehen der Kurve im Parameterraum begru¨nden, wobei sich
auch die Kurve in der komplexen η-Ebene zusammenzieht und somit irgendwann den
Ursprung u¨berstreicht. Jetzt durchla¨uft der geschlossene Weg im Parameterraum den
exzeptionellen Punkt.
Befindet sich der Ursprung der komplexen Ebene jedoch nicht innerhalb der geschlosse-
nen Kurve η, so la¨sst sich die Kurve im Parameterraum auf einen beliebigen, innerhalb
des urspru¨nglichen Verlaufs liegenden, Punkt zusammenziehen, ohne dass die Kurve in
der komplexen η-Ebene den Ursprung u¨berstreicht. Innerhalb der Kurve im Parameter-
raum befindet sich demnach kein exzeptioneller Punkt.
Die Frage nach dem Auftreten eines exzeptionellen Punktes innerhalb des Oktagons,
bzw. nach dem Vertauschungsverhalten der Eigenwerte bei einem Umlauf im Parame-
terraum nach 4.3.3, reduziert sich somit auf die Frage, ob der Ursprung innerhalb der
dabei entstehenden geschlossenen Kurve η liegt.
Nach dem Residuensatz2 gilt fu¨r eine analytische Funktion f(η) = 1/η mit η ∈ C fu¨r
2Fu¨r eine in einem Gebiet G bis auf isolierte Singularita¨ten analytische Funktion f(z) mit z ∈ C
gilt mit einer stu¨ckweise glatten Kurve C, welche ganz in G liegt und keine Singularita¨ten beru¨hrt:
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Abbildung 4.11.: Auftragung von η = (E1 − E2)2 in der komplexen Ebene nach Glei-
chung (4.23) fu¨r einen vollen Umlauf im (γ, f)-Raum in 500 Schrit-
ten bei einem relativen Radius von 2 · 10−3 um den Mittelpunkt
(γ0 = 8,598 646 · 10−4, f0 = 2,005 076 · 10−5). Die Koeffizienten
D,E, F,G,H, I entstammen der Oktagonmethode des neunten Itera-
tionsschrittes aus Abbildung 4.8.
einen beliebigen Weg C in der komplexen Ebene
1
2pii
∮
C
1
η
dz = Wη=0 , (4.24)
wobei Wη=0 die Windungszahl von C um den Ursprung beschreibt. Die quadratische
Differenz η = (E1 − E2)2 der beiden an der Bildung eines exzeptionellen Punktes be-
teiligten (komplexen) Eigenwerte E1 und E2 ist ebenfalls eine komplexe Zahl, welche
nach Gleichung (4.23) von den Parametern γ und f abha¨ngt. Durch die Wahl einer Pa-
rametrisierung fu¨r einen bestimmten Weg in der komplexen Ebene kann Integral (4.24)
umgeschrieben werden zu
Wη=0 =
1
2pii
∫ 2pi
0
η′(ϕ)
η(ϕ)
dϕ . (4.25)
Hierbei wurde der Weg gewa¨hlt, bei welchem sich γ(ϕ) und f(ϕ) aus Gleichung (4.23)
entsprechend Abbildung 3.3a auf einer Ellipse im Parameterraum a¨ndern, welche ihrer-
seits durch den Winkel ϕ parametrisiert wird. Dadurch entstehen Kurven in der kom-
plexen η-Ebene, wie sie in Abbildung 4.11 dargestellt sind.
1
2pii
∮
C
f(z) dz =
∑
a∈GWa Resa f , wobei Wa die Windungszahl der Kurve C im Bezug auf die Singu-
larita¨t a und Resa f das Residuum von f in a ist. Die Summe verla¨uft dabei u¨ber alle Singularita¨ten
a in G.
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Da es sich bei dem gewa¨hlten Weg um eine einfach geschlossene Kurve mit positivem
Umlaufsinn handelt, sind im Falle eines EP nur zwei Windungszahlen mo¨glich. Fu¨r
Wη=0 = 1 befindet sich der Ursprung innerhalb, fu¨r Wη=0 = 0 außerhalb der geschlosse-
nen Kurve.
Durch die Diskretisierung der Ellipse im (γ, f)-Raum in n Schritte kann η nach Glei-
chung (4.23) bei bekannten Koeffizienten D,E, F,G,H, I fu¨r jeden diskreten Punkt
(γ(ϕn), f(ϕn)) berechnet werden. Das Integral (4.25) la¨sst sich somit ebenfalls diskret
berechnen
Wη=0 =
1
2pii
n∑
i=1
η(ϕi+1)− η(ϕi−1)
2η(ϕi)
. (4.26)
Ergebnis ist die Windungszahl des geschlossenen Weges η(ϕ) in der komplexen Ebene.
Mit ihrem Zahlenwert la¨sst sich entscheiden, ob ein EP im Oktagon liegt und dadurch
die Eigenwerte das typische Vertauschungsverhalten eines exzeptionellen Punktes zeigen
oder nicht. Liegt die Windungszahl nicht klar erkennbar bei Null oder Eins, so muss die
Anzahl der Schritte auf der Ellipse erho¨ht werden.
An dieser Stelle bleibt noch die Frage zu kla¨ren, was an einer Stelle passiert, an der
zwei Resonanzen zwar entarten, jedoch keinen EP bilden. Wird so eine Stelle im Para-
meterraum kontinuierlich umkreist (parametrisiert durch den Winkel φ), so kehren die
Resonanzen nach einer vollsta¨ndigen Umkreisung zu ihrer Ausgangsposition zuru¨ck und
vertauschen nicht wie im Falle eines EP. Im Anklang an Gleichung (2.24) sind die Reso-
nanzen an einem EP somit proportional zu ±eiφ/2 und Resonanzen an einer Entartung
proportional zu ±eiφ. Da die Kurve η aus Abbildung 4.11 der quadratischen Differenz
dieser Resonanzen entspricht, wird sie somit im Falle eines EP genau einmal und im Falle
einer einfachen Entartung zweimal durchlaufen, wobei sich dann eine Windungszahl von
Zwei ergeben wu¨rde. Zusammenfassend gilt somit: fu¨r Wη=0 = 0 befindet sich weder ein
EP, noch eine einfache Entartung zweier Resonanzen innerhalb des Oktagon-Umkreises
im Parameterraum. Im Falle Wη=0 = 1 befindet sich ein EP innerhalb dieses Kreises, fu¨r
Wη=0 = 2 lediglich eine einfache Entartung zweier Resonanzen. Eine solche Entartung
der Eigenwerte ohne Entartung der Eigenvektoren wurde im Rahmen der vorliegenden
Arbeiten jedoch in keinem Fall beobachtet.
4.4. Beispiele fu¨r exzeptionelle Punkte
Durch die Oktagonmethode steht ein Werkzeug zur Verfu¨gung, das die Suche nach ex-
zeptionellen Punkten deutlich vereinfacht. Sie ko¨nnen, verglichen mit der Dreipunkt-
methode, einerseits schneller und andererseits mit einer gro¨beren Wahl der Startpara-
meter gefunden werden. Im vorliegenden Kapitel wird der Fragestellung nachgegangen,
in welchen Parameterbereichen der a¨ußeren Felder exzeptionelle Punkte gefunden wer-
den ko¨nnen. Ausgehend von zu Abbildung 3.2 analogen Spektren mit unterschiedlichen
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Verha¨ltnissen von γ/f und unterschiedlichen Feldsta¨rkebereichen wurde die Oktagonme-
thode an den jeweiligen Verdachtsstellen einer vermiedenen Kreuzung gestartet. Fu¨r alle
so gefundenen, auskonvergierten und durch das Vertauschungsverhalten der Eigenwerte
besta¨tigten exzeptionellen Punkte wurde anschließend die Position (γEP, fEP) sowie der
Real- und Imagina¨rteil ihrer Energie notiert.
Um alle diese Informationen in einer Abbildung darstellen zu ko¨nnen, ist eine vierdimen-
sionale Auftragung notwendig. Die vierte Dimension (Imagina¨rteil der Energie) la¨sst sich
in eine Farbcodierung der einzelnen Punkte umwandeln, wodurch das dreidimensionale
Schaubild in Abbildung 4.12 entsteht. Ein Großteil der gefundenen exzeptionellen Punk-
te in Abbildung 4.12 befindet sich bei relativ kleinen elektrischen und magnetischen
Feldsta¨rken von (γEP ≈ 10−2, fEP ≈ 10−4). Sie besitzen bei diesen kleinen Feldsta¨r-
ken einen betragsma¨ßig eher kleinen Imagina¨rteil ihrer Energie im Bereich zwischen
Im(E) ≈ 10−7 [a.u.] bis 10−4 [a.u.]. Nach Gleichung (2.1) bedeutet ein betragsma¨ßig
kleinerer Imagina¨rteil eine la¨ngere Lebensdauer der an der Bildung des jeweiligen EP
beteiligten Zusta¨nde. Erst fu¨r ho¨here Feldsta¨rken in γ und f steigen die Imagina¨rteile
der Energie betragsma¨ßig an, bleiben dabei aber immer negativ. Dies ist physikalisch
notwendig, da ansonsten nach Gleichung (2.1) die beteiligten Resonanzen anwachsen
und nicht zerfallen wu¨rden. Fu¨r kleine Feldsta¨rken bleibt die reelle Energie der gefunde-
nen EP ebenfalls negativ. Erst fu¨r ho¨here Feldsta¨rken werden auch exzeptionelle Punkte
mit positiver reeller Energie gefunden. Der Nullpunkt der reellen Energieachse ist dabei
u¨ber den Energienullpunkt des Exzitons in der Abwesenheit a¨ußerer Felder definiert. An
dieser Stelle ist noch einmal deutlich hervorzuheben, dass es sich bei Abbildung 4.12 um
keine vollsta¨ndige Darstellung aller exzeptionellen Punkte in diesem Parameterbereich
handelt. Es sind lediglich alle im Rahmen dieser Masterarbeit gefundenen EP aufgefu¨hrt.
Somit la¨sst sich allenfalls eine Aussage treffen, in welchem Parameterbereich exzeptionel-
le Punkte leichter gefunden werden ko¨nnen (da die Oktagonmethode in einem gro¨ßeren
Bereich konvergiert), nicht jedoch u¨ber die absolute Dichte vorhandener exzeptioneller
Punkte in einem Gebiet.
Die Abbildungen 4.13a bis 4.13c zeigen zweidimensionale Projektionen aus Abbild. 4.12.
In Abbildung 4.13a finden sich die meisten EP fu¨r kleine Felder γ < 10−2, ausgehend von
Re(E) = 0 [a.u.]. Fu¨r steigende Feldsta¨rken γ sinkt hier die Energie der gefundenen EP,
da immer tiefer gebundene Exzitonenzusta¨nde von den a¨ußeren Feldern beeinflusst wer-
den. Anders gesagt, fu¨r einen tiefer gebundenen Zustand muss die a¨ußere Feldsta¨rke erst
einmal groß genug sein, sodass dieser und ein weiterer Zustand durch die a¨ußeren Felder
so stark deformiert werden, dass sie sich nahe kommen und einen EP bilden ko¨nnen. Sel-
bes Verhalten ergibt sich auch in Abbildung 4.13b fu¨r kleine Felder (f < 10−4). Fu¨r die
Bereiche ho¨herer Feldsta¨rke γ scheinen die gefundenen exzeptionellen Punkte in der Pro-
jektion 4.13a auf zwei Zweigen zu liegen, die sich fu¨r ho¨here Feldsta¨rken in Richtung der
positiven reellen Energieachse erstrecken. In diesem Feldsta¨rkebereich sind somit auch
exzeptionelle Punkte mit einer Energie zu finden, die gro¨ßer ist, als der Nullpunkt der
reellen Energieachse, definiert bei Abwesenheit externer Felder. In Abbildung 4.13b zeigt
sich ein qualitativ a¨hnliches Verhalten, die gefundenen EP auf der positiven Energieach-
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se finden sich ebenfalls erst bei großen Feldsta¨rken in f . Hier lassen sich jedoch keine
einzelnen Zweige erkennen. Bei der Auftragung in Diagramm 4.13c befinden sich alle ge-
fundenen EP fu¨r kleine Felder in der Na¨he der Winkelhalbierenden, erst fu¨r den Bereich
ho¨herer Feldsta¨rken ergeben sich Abweichungen von diesem Verhalten. Die Abbildung
veranschaulicht somit, dass beide externen Felder an der Bildung eines exzeptionellen
Punktes beteiligt sind, ein einzelnes der beiden Felder ist nicht ausreichend. Abbildung
4.13d zeigt eine Auftragung des Verha¨ltnisses γEP zu fEP u¨ber der reellen Energieach-
se. Die Punkte mit besonders großen Werten dieses Verha¨ltnisses zeigen eine Ha¨ufung
leicht unterhalb des Nullpunktes der reellen Achse. Allerdings soll an dieser Stelle noch
einmal deutlich hervorgehoben werden, dass es sich bei der Auftragung lediglich um alle
gefundenen EP und nicht um alle mo¨glicherweise im System vorhandenen exzeptionellen
Punkte handelt.
Die Werte aller im Rahmen dieser Arbeit gefundenen exzeptionellen Punkte sind in Ta-
belle 4.1 noch einmal aufgefu¨hrt. Tabelle 4.2 entha¨lt die nach Anhang B umgerechneten
Werte fu¨r atomaren Wasserstoff, die entsprechenden Werte fu¨r Cu2O finden sich in Tabel-
le 4.3. Ein Vergleich dieser beiden Tabellen zeigt, dass die EP bei atomarem Wasserstoff
experimentell nicht zuga¨nglich sind, wohingegen in Cu2O 24 EP unterhalb einer magne-
tischen Flussdichte von sieben Tesla gefunden wurden. Bis zu dieser Grenze wurden an
Rydberg-Exzitonen in Cu2O schon Experimente durchgefu¨hrt [20], eine experimentelle
U¨berpru¨fung der theoretischen Vorhersagen dieser Arbeit ist somit mo¨glich.
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Abbildung 4.12.: Auftragung der gefundenen exzeptionellen Punkte in einem Exziton in
parallelen elektrischen und magnetischen Feldern, beschrieben durch
das Modell aus Abschnitt 2.3.2. U¨ber die Lage der Punkte im Schaubild
la¨sst sich der zugeho¨rige Realteil der Energie eines EP zu (γEP, fEP)
ablesen, der Imagina¨rteil der Energie ergibt sich aus der farblichen
Codierung des jeweiligen Punktes.
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Abbildung 4.13.: Fundorte exzeptioneller Punkte im Rahmen dieser Arbeit. Dabei zei-
gen a) bis c) zweidimensionale Projektionen aus Abbildung 4.12. In
Abbildung d) findet sich eine Auftragung des Verha¨ltnis γEP/fEp u¨ber
der reellen Energie der gefundenen EP.
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Tabelle 4.1.: In Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe der Oktagonmethode gefundene und
zur Konvergenz gebrachte exzeptionelle Punkte in Hartree-Einheiten (siehe
Anhang B).
EP γ [10−3] f [10−5] Re(E) [10−2] Im(E) [10−5]
1 0,226055 0,457030 -0,320478 -0,716874
2 0,304193 0,703986 -0,342679 -1,130270
3 0,410214 0,839901 -0,447452 -1,303138
4 0,619700 0,568846 -0,264424 -0,212603
5 0,760253 0,648645 -0,402611 -0,101072
6 0,842021 1,962895 -0,620253 -3,225076
7 0,846007 1,410755 -0,349890 -2,122072
8 0,859863 2,005076 -0,764764 -0,084618
9 0,869331 1,714772 -0,505151 -0,660290
10 0,875280 1,075542 -0,463897 -0,047545
11 0,976997 2,338645 -0,699709 -0,228187
12 1,039547 1,258731 -0,449214 -0,421932
13 1,183887 0,885054 -0,437284 -0,249923
14 1,224893 1,183358 -0,642269 -0,023338
15 1,261664 2,724735 -0,813213 -4,051234
16 1,317967 1,165235 -0,180779 -11,135069
17 1,529916 1,581905 -0,356194 -22,422871
18 1,607174 2,092840 -0,506002 -0,923619
19 2,008289 3,699965 -1,097234 -4,049517
20 2,033750 4,741013 -1,008081 -7,366199
21 2,172995 2,200364 -0,163052 -2,072308
22 2,269286 2,372457 -0,782542 -1,072215
23 2,378887 5,071741 -1,329859 -0,323238
24 2,387819 2,739422 -0,685886 -0,942211
25 2,539699 4,221796 -0,694216 -3,428939
26 2,639223 6,557072 -1,199629 -0,998142
27 3,045828 5,598038 -1,098741 -0,743496
28 3,402173 6,649608 -1,428150 -7,613100
29 3,913026 8,626964 -1,736860 -0,094169
30 4,717493 10,081340 -1,793671 -1,322806
31 5,366122 13,008660 -1,468341 -1,838136
32 6,410117 13,346690 -1,927787 -16,177670
33 9,854269 21,319640 -2,474504 -2,204625
34 11,913650 24,611370 -2,523520 -8,767382
35 14,452630 31,767360 -2,703665 -41,719790
36 15,297580 47,273020 -1,759468 -44,200140
37 17,788300 32,114240 -0,653430 -80,521610
38 31,246770 92,810210 1,599210 -263,513500
39 33,493240 79,111440 -3,752326 -59,776370
40 39,784214 41,820987 1,903846 -23,158043
41 41,494350 80,411490 4,615522 -45,358940
42 47,449530 78,265950 5,789296 -85,367590
43 56,302360 66,186030 8,032685 -99,992550
44 74,191470 114,683000 -2,617272 -184,842700
45 77,611710 122,031500 13,180220 -252,171000
46 101,164400 117,946200 -1,376392 -184,074500
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Tabelle 4.2.: Exzeptionelle Punkte in atomarem Wasserstoff, berechnet nach Anhang B
aus den Werten in Tabelle 4.1. Hierbei ist B die magnetische Flussdichte
und F die elektrische Feldsta¨rke.
Nr. B [100 T] F [107 V/m] Re(E) [0.1 eV] Im(E) [10−4 eV]
1 0,531346 0,235014 -0,872066 -1,950713
2 0,715011 0,362004 -0,932476 -3,075621
3 0,964215 0,431894 -1,217579 -3,546019
4 1,456615 0,292512 -0,719533 -0,578523
5 1,786988 0,333546 -1,095561 -0,275030
6 1,979185 1,009361 -1,687793 -8,775878
7 1,988553 0,725439 -0,952098 -5,774452
8 2,021124 1,031051 -2,081028 -0,230258
9 2,043377 0,881771 -1,374586 -1,796740
10 2,057362 0,553066 -1,262328 -0,129377
11 2,296447 1,202580 -1,904006 -0,620927
12 2,443473 0,647266 -1,222374 -1,148134
13 2,782747 0,455113 -1,189911 -0,680075
14 2,879132 0,608507 -1,747703 -0,063506
15 2,965563 1,401115 -2,212865 -11,023968
16 3,097904 0,599188 -0,491923 -30,300064
17 3,596094 0,813448 -0,969253 -61,015734
18 3,777690 1,076182 -1,376902 -2,513295
19 4,720518 1,902598 -2,985726 -11,019296
20 4,780365 2,437927 -2,743128 -20,044447
21 5,107663 1,131473 -0,443688 -5,639037
22 5,333997 1,219966 -2,129406 -2,917645
23 5,591615 2,607994 -3,618730 -0,879575
24 5,612610 1,408667 -1,866390 -2,563886
25 5,969607 2,170935 -1,889058 -9,330618
26 6,203540 3,371782 -3,264357 -2,716083
27 7,159272 2,878627 -2,989826 -2,023156
28 7,996867 3,419366 -3,886194 -20,716299
29 9,197636 4,436163 -4,726236 -0,256246
30 11,088549 5,184033 -4,880827 -3,599538
31 12,613163 6,689321 -3,995559 -5,001822
32 15,067091 6,863143 -5,245775 -44,021679
33 23,162631 10,962999 -6,733468 -5,999090
34 28,003241 12,655674 -6,866847 -23,857260
35 33,971158 16,335432 -7,357047 -113,525322
36 35,957228 24,308762 -4,787756 -120,274698
37 41,811708 16,513805 -1,778073 -219,110444
38 73,446076 47,724925 4,351672 -717,056701
39 78,726443 40,680735 -10,210598 -162,659775
40 93,513486 21,505214 5,180628 -63,016241
41 97,533191 41,349247 12,559474 -123,427953
42 111,530945 40,245966 15,753476 -232,297026
43 132,339676 34,034222 21,858048 -272,093566
44 174,388340 58,972365 -7,121959 -502,982567
45 182,427674 62,751115 35,865203 -686,192189
46 237,788681 60,650370 -3,745353 -500,892188
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Tabelle 4.3.: Exzeptionelle Punkte in Cu2O, berechnet nach Anhang B aus den Werten in
Tabelle 4.1. Hierbei ist B die magnetische Flussdichte und F die elektrische
Feldsta¨rke.
Nr. B [T] F [103 V/m] Re(E) [10−4 eV] Im(E) [10−6 eV]
1 0,136 0,804 -5,891 -1,318
2 0,184 1,239 -6,299 -2,078
3 0,248 1,478 -8,225 -2,396
4 0,374 1,001 -4,861 -0,391
5 0,459 1,142 -7,401 -0,186
6 0,508 3,455 -11,402 -5,929
7 0,510 2,483 -6,432 -3,901
8 0,519 3,529 -14,059 -0,156
9 0,525 3,018 -9,286 -1,214
10 0,528 1,893 -8,528 -0,087
11 0,590 4,116 -12,863 -0,419
12 0,627 2,215 -8,258 -0,776
13 0,714 1,558 -8,039 -0,459
14 0,739 2,083 -11,807 -0,043
15 0,761 4,796 -14,949 -7,447
16 0,795 2,051 -3,323 -20,469
17 0,923 2,784 -6,548 -41,220
18 0,970 3,684 -9,302 -1,698
19 1,212 6,512 -20,170 -7,444
20 1,227 8,345 -18,531 -13,541
21 1,311 3,873 -2,997 -3,809
22 1,369 4,176 -14,385 -1,971
23 1,435 8,927 -24,447 -0,594
24 1,441 4,822 -12,609 -1,732
25 1,532 7,431 -12,762 -6,303
26 1,593 11,541 -22,053 -1,835
27 1,838 9,853 -20,198 -1,367
28 2,053 11,704 -26,253 -13,995
29 2,361 15,184 -31,928 -0,173
30 2,847 17,744 -32,973 -2,432
31 3,238 22,896 -26,992 -3,379
32 3,868 23,491 -35,438 -29,739
33 5,946 37,524 -45,488 -4,053
34 7,189 43,318 -46,389 -16,117
35 8,721 55,913 -49,701 -76,693
36 9,231 83,204 -32,344 -81,252
37 10,734 56,524 -12,012 -148,021
38 18,854 163,354 29,398 -484,412
39 20,210 139,243 -68,978 -109,886
40 24,006 73,608 34,998 -42,571
41 25,038 141,531 84,846 -83,382
42 28,631 137,754 106,423 -156,930
43 33,973 116,493 147,663 -183,814
44 44,767 201,851 -48,113 -339,793
45 46,831 214,785 242,289 -463,561
46 61,043 207,595 -25,302 -338,381
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exzeptionellen Punktes
Im Rahmen der bisherigen Betrachtung eines Exzitons in parallelen elektrischen und
magnetischen Feldern werden lediglich die Energieeigenwerte der verallgemeinerten Ei-
genwertgleichung (2.39) beru¨cksichtigt. Bei einer Diagonalisierung ergeben sich jedoch
auch die Eigenzusta¨nde, die ebenfalls zu einer Auswertung herangezogen werden ko¨nnen.
Mit ihrer Hilfe lassen sich komplexe Wellenfunktionen errechnen, welche im Betragsqua-
drat als Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons im System interpretiert werden
ko¨nnen.
In den nun folgenden Kapiteln wird zuerst eine solche Aufenthaltswahrscheinlichkeitsver-
teilung gezeigt und interpretiert. Anschließend folgt eine Diskussion u¨ber die Abha¨ngig-
keit vom Konvergenzparameter b und dessen optimale Wahl. Mit diesem Wissen lassen
sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilungen der beiden an der Bildung eines EP
beteiligten Resonanzen in der Na¨he desselben graphisch darstellen. Als charakteristisches
Unterscheidungsmerkmal stellt sich hier das Muster ihrer Knotenlinien heraus.
Eine wesentliche Eigenschaft exzeptioneller Punkte ist nicht nur das Vertauschungs-
verhalten der beteiligten Eigenwerte bei einer vollsta¨ndigen Umkreisung im Parame-
terraum, sondern auch das hierbei auftretende Vertauschungsverhalten der zugeho¨rigen
Eigenfunktionen. Dieses la¨sst sich in den Knotenlinien der Aufenthaltswahrscheinlich-
keitsverteilungen der jeweiligen Resonanzen wiederfinden und wird im Rahmen dieser
Arbeit na¨her untersucht.
5.1. Visualisierung der Ortsdarstellung einer Resonanz
Nach Abschnitt 2.3.2 ist der Hamiltonoperator (2.29) zylindersymmetrisch, weshalb die
verallgemeinerte Eigenwertgleichung (2.39) und die zugeho¨rige Wellenfunktion Ψi(µr, νr, ϕ)
ebenfalls diese Symmetrie aufweisen. Wie in Abschnitt 2.3.2 erwa¨hnt, eignet sich der
rechte obere Quadrant im Raum (µr, νr) der semiparabolischen Koordinaten besonders
gut, um mit Hilfe dieser Symmetrie die Ortsdarstellung der Wellenfunktionen im ge-
samten kartesischen Raum abzubilden (vgl. Abbildung 2.6). Der Winkel ϕ kann dabei
beliebig (z. B. zu ϕ = 0) gewa¨hlt werden.
Die Wellenfunktionen Ψi(µr, νr, ϕ) und Ψ
∗
i (µr, νr, ϕ) werden durch die Gleichungen (2.63)
mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten ci,Nµ,Nν ,m der Eigenzusta¨nde des entsprechenden
Eigenwerts Ei bestimmt. Diese ergeben sich aus der Diagonalisierung der verallgemei-
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Abbildung 5.1.: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |Ψ∗Ψ| im Raum (µr, νr) der (reellen) se-
miparabolischen Koordinaten fu¨r die Wellenfunktion Ψ(µr, νr, 0) einer
der beiden Resonanzen des EP aus Gleichung (4.7). Dieser liegt mit
der Energie EEP = −6,86 · 10−3 − 9,44 · 10−6i [a.u.] bei den Feldsta¨r-
ken γEP = 2,387 819 · 10−3 und fEP = 2,739 422 · 10−5. Die darge-
stellte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung ist berechnet bei γ =
2,388 119 · 10−3 und f = fEP, wobei der Parameter b der komplexen Ro-
tation zu b = |b| exp(iα) mit |b| = 2,6 und α = 0,016pi gewa¨hlt wurde.
nerten Eigenwertgleichung (2.39). Wie in Abschnitt 2.3.4 diskutiert, folgt aus der Gro¨ße
|Ψ∗i Ψi| die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons, welche sich im Raum (µr, νr)
der (reellen) semiparabolischen Koordinaten mit Hilfe einer entsprechenden Farbskala
darstellen la¨sst.
Abbildung 5.1 zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |Ψ∗(µr, νr, 0) Ψ(µr, νr, 0)| im ska-
lierten Raum der semiparabolischen Koordinaten. Die Wellenfunktion Ψ(µr, νr, 0) ent-
stammt dabei einer der beiden Resonanzen des EP aus Gleichung (4.7). Dieser befindet
sich bei den Feldsta¨rken γEP = 2,387 819 · 10−3 und fEP = 2,739 422 · 10−5 und besitzt
die komplexe Energie EEP = −6,86 · 10−3 − 9,44 · 10−6i [a.u.]. Die Berechnung der in
Abbildung 5.1 gezeigten Darstellung wurde an einem Punkt γ = 2,388 119 · 10−3 und
f = fEP leicht neben dem EP durchgefu¨hrt. Als optimaler Konvergenzparameter hat
sich dabei b = |b| exp(iα) mit |b| = 2,6 und α = 0,016pi herausgestellt (siehe hierzu
Abschnitt 5.2).
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Ein Elektron, beschrieben durch die Wellenfunktion aus Abbildung 5.1, besitzt am Ur-
sprung (µr = 0, νr = 0) seine gro¨ßte Aufenthaltswahrscheinlichkeit, ist jedoch im ge-
samten farbigen Bereich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu finden. Dieser Bereich
ist dabei mit charakteristischen Knotenlinien1 (siehe hierzu Abschnitt 5.3) durchzogen,
an welchen sich die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zu finden, deutlich reduziert. In
Richtung der µr-Achse fa¨llt |Ψ∗Ψ| bei µr = 15 auf 10−8 mit einer scharfen Begrenzung
ab. In Richtung der νr-Achse zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung jedoch keine klare
Begrenzung, sondern verliert sich in einem immer feineren Muster aus Knotenlinien. Zur
Deutung dieses Umstandes kann Abbildung 2.6 aus Kapitel 2.3.2 zu den semiparaboli-
schen Koordinaten herangezogen werden.
Nach Gleichung (2.29) zeigen beide a¨ußere Felder in die positive z-Richtung. Das elek-
trische Feld ~F fu¨hrt auf eine Kraft von ~K = −e ~F auf ein Elektron mit der Elementarla-
dung −e, d. h. zu einer Kraft in Richtung der negativen z-Achse. Diese negative z-Achse
wird in Abbildung 5.1 durch die νr-Achse bei µr = 0 dargestellt. Die Wellenfunktion
ist hier im Vergleich zur positiven z-Achse (µr-Achse bei νr = 0) mehr als doppelt so
weit ausgedehnt (bis etwa µr = 36) und nicht mehr klar begrenzt. Dies la¨sst sich durch
die Kraft auf das Elektron im elektrischen Feld erkla¨ren, wodurch es bis zur Ionisati-
onsgrenze aus dem Exziton gezogen wird. In diesem Bereich zeigt Abbildung 5.1 bei
ihrer Berechnung jedoch eine starke Abha¨ngigkeit vom Konvergenzparameter b (siehe
hierzu Abschnitt 5.2). Zur Auflo¨sung der Wellenfunktion nahe der Ionisationskante wird
demnach eine hohe Zahl an Basiszusta¨nden beno¨tigt. Bei einer optimalen Wahl des Kon-
vergenzparameters b kann dies nur durch die Vergro¨ßerung der Basis (d. h. Erho¨hung von
Nmax in Gleichung (2.42)) erreicht werden.
5.2. Abha¨ngigkeit vom Konvergenzparameter
Der Einfluss des Konvergenzparameters auf das Aussehen der Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsverteilung wird in diesem Kapitel anhand der Wellenfunktion einer Resonanz
des EP bei γEP = 4,744 952 · 10−2 und fEP = 7,826 595 · 10−4 mit der Energie EEP =
5,789 · 10−2 − 8,537 · 10−4i [a.u.] untersucht. Abbildung 5.2 zeigt die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsverteilung einer Resonanz, berechnet bei γ = 4,747 953 · 10−2 und f = fEP
mit dem Konvergenzparameter b = |b| exp(iα) mit der optimalen Wahl |b| = 1,1 und
α = 0,025pi. Das Konvergenzverhalten ha¨ngt maßgeblich von |b| ab. Ist dieser Parameter
zu klein gewa¨hlt, so wird nur ein kleiner Teil der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsvertei-
lung nahe µr = νr = 0 richtig aufgelo¨st und der Rest bleibt hinter unphysikalischen,
1Achtung bei der Verwendung des Begriffes
”
Knotenlinie“ in dieser Arbeit:
An den z. B. in Abbildung 5.1 als
”
Knotenlinien“ bezeichneten Linien ist die Wellenfunktion nicht
notwendigerweise Null, sondern lediglich wesentlich kleiner als in der Umgebung. Eigentlich sind
Knotenlinien, an welchen eine Wellenfunktion komplett auf Null abfa¨llt, nur im reellen Fall mo¨glich.
Fu¨r komplexe Wellenfunktionen gibt es allgemein allenfalls Knotenpunkte, da sowohl Real- als auch
Imagina¨rteil zu Null werden mu¨ssen.
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Abbildung 5.2.: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |Ψ∗(µr, νr, 0) Ψ(µr, νr, 0)| im Raum der
(reellen) semiparabolischen Koordinaten fu¨r die Wellenfunktion
Ψ(µr, νr, 0) einer der beiden Resonanzen eines EP. Dieser liegt mit
der Energie EEP = 5,789 · 10−2 − 8,537 · 10−4i [a.u.] bei den Feldsta¨r-
ken γEP = 4,744 953 · 10−2 und fEP = 7,826 595 · 10−4. Die darge-
stellte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung ist berechnet bei γ =
4,747 953 · 10−2 und f = fEP, wobei der Parameter b der komplexen Ro-
tation zu b = |b| exp(iα) mit |b| = 1,1 und α = 0,025pi gewa¨hlt wurde.
nicht konvergierten Lo¨sungen
”
versteckt“ (siehe Abbildung 5.3a).
Wird ausgehend von dieser Verteilung der Wert von |b| in kleinen Schritten erho¨ht, so
verschwinden die unphysikalischen Teile und die wirkliche Wahrscheinlichkeitsverteilung
in Richtung der Ionisationskante wird immer weiter aufgedeckt. Fu¨r zu große Werte von
|b| entstehen wieder unphysikalische Wahrscheinlichkeitsverteilungen, diesmal jedoch fu¨r
große µr und νr, die letztendlich das gesamte Bild u¨berdecken (vgl. Abbildung 5.3b).
Der optimale Wert von |b| findet sich wie folgt
• |b| soll mo¨glichst groß werden, um die Wahrscheinlichkeitsverteilung in Richtung
der Ionisationskante mo¨glichst gut aufzulo¨sen.
• |b| muss so klein bleibt, dass die physikalische Verteilung nicht durch unphysikali-
sche Lo¨sungen bei großen µr und νr verdeckt wird.
Ist der Parameter |b| optimal gewa¨hlt, hat α keinen großen Einfluss mehr auf das Aus-
sehen der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung. Die gro¨ßte Einschra¨nkung ist hier,
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5.2. Abha¨ngigkeit vom Konvergenzparameter
(a) |b| = 0,7 (b) |b| = 1,7
Abbildung 5.3.: Darstellungen der Wahrscheinlichkeitsverteilung aus Abbildung 5.2 bei
nicht optimal gewa¨hltem Parameter |b|. Der Winkel α = 0,025pi der
komplexen Rotation wurde dabei konstant gehalten. a) Durch einen zu
kleinen Wert von |b| = 0,7 entstehen unphysikalische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten gro¨ßer eins und die physikalisch richtige Lo¨sung bleibt
verdeckt. An den weißen Stellen fu¨r große µr und νr ist die Wellenfunk-
tion numerisch auf Null abgefallen und kann deshalb in der logarithmi-
schen Skala nicht mehr dargestellt werden. b) Durch den zu großen Wert
von |b| = 1,7 werden zwar im Vergleich zu Abbildung 5.2 mehr Knoten-
linien in der Na¨he der Ionisationskante sichtbar, gleichzeitig entstehen
aber fu¨r große Werte von µr und νr unphysikalische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsverteilungen.
dass α so groß gewa¨hlt werden muss, dass die am EP beteiligten Resonanzen aufge-
deckt werden (vgl. Abbildung 2.3b). Ein erster Anhaltspunkt zur Wahl von |b| liefert
Abbildung 1 in Ref. [21], wonach gilt
√
32
35
γ−
1
6 < |b| <
√
52
35
γ−
1
6 . (5.1)
Nach dieser Abscha¨tzung mu¨sste mindestens |b| = 1,6 gewa¨hlt werden. Bei dieser Wahl
ist jedoch schon deutlich die unphysikalische Wellenfunktion aus Abbildung 5.3b er-
kennbar, weshalb die Scha¨tzung (5.1) nur als Anhaltspunkt gesehen werden kann. Die
Feineinstellung von |b| muss durch einen Vergleich von Abbildungen mit verschiedenen
Parametern |b| (analog zu den Abbildungen 5.3 und 5.2) erfolgen, wobei sich fu¨r die
optimale Wahl in dem hier betrachteten Fall ein zu Gleichung (5.1) leicht kleinerer Wert
von |b| = 1,1 bis 1,2 ergab.
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Abbildung 5.4.: a) Umkreisung des EP aus Abbildung 5.1 der Form f = fEP + rf cos(ϕ)
und γ = γEP + rγ sin(ϕ) mit rf = 3 · 10−9 und rγ = 3 · 10−7 an dis-
kreten Werten ϕ ∈ {0, 2pi} (schwarze Punkte), wobei gewissen Bereiche
ho¨her aufgelo¨st wurden. Der Parameter der komplexen Rotation betra¨gt
b = |b| exp(iα) mit |b| = 2,6 und α = 0,016pi. Einige Punkte sind durch
eine rote Umrandung hervorgehoben und nummeriert.
b) Schwarze Punkte: beide am EP beteiligte Energieeigenwerte, berech-
net fu¨r jeden Punkt aus Teil a). Zusa¨tzlich werden fu¨r jeden der in Teil a)
hervorgehobenen Punkte die beiden zugeho¨rigen Energieeigenwerte mit
der selben Nummerierung farblich sortiert dargestellt. Mit einem blauen
Kreuz (×) ist die Position des EP im Energieraum markiert, an welcher
die Eigenwerte entarten. Sie liegt in diesem Beispiel sehr nahe an einer
der beiden Resonanzen von Punkt vier.
5.3. Vertauschungsverhalten der Wellenfunktionen beim
Umkreisen eines EP
Eine charakteristische Eigenschaft eines EP ist nach Abschnitt 2.2.1 das Vertauschungs-
verhalten der Eigenwerte bei einer vollsta¨ndigen Umkreisung im Parameterraum. Dieses
Vertauschungsverhalten wurde z. B. in Abbildung 3.3 im betrachteten System des Exzi-
tons in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern nachgewiesen. In diesem Kapitel
soll nun der Frage nachgegangen werden, ob dieses Vertauschungsverhalten auch in den
Wellenfunktionen der beiden am exzeptionellen Punkt beteiligten Resonanzen sichtbar
ist. Als Beispiel dient dabei der EP aus Abbildung 5.1.
Abbildung 5.4a zeigt eine Umkreisung des EP bei γEP = 2,387 819 · 10−3 und fEP =
2,739 422 · 10−5 mit der Energie EEP = −6,86 · 10−3 − 9,44 · 10−6i [a.u.]. Der Pfad um
den EP wird dabei beschrieben durch f = fEP + rf cos(ϕ) und γ = γEP + rγ sin(ϕ) mit
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rf = 3 · 10−9 und rγ = 3 · 10−7 an diskreten Werten ϕ ∈ {0, 2pi} (schwarze Punkte). Der
Parameter der komplexen Rotation betra¨gt b = |b| exp(iα) mit |b| = 2,6 und α = 0,016pi.
Einige Punkte auf dem Pfad wurden durch eine rote Umrandung optisch hervorgehoben
und nummeriert.
Fu¨r jeden Punkt im Parameterraum la¨sst sich die Eigenwertgleichung (2.39) lo¨sen, an-
schließend ko¨nnen jeweils die beiden zum EP geho¨renden Eigenwerte im Energieraum
dargestellt werden (siehe schwarze Punkte in Abbildung 5.4b). Die Eigenwerte der her-
vorgehobenen Parameter aus Abbildung 5.4a sind dabei ebenfalls durch farblich sortierte
Umrandungen dargestellt und in gleicher Weise nummeriert. Bei einem vollen Umlauf
im Parameterraum vertauschen beide Eigenwerte ihre Position.
Um ein mo¨gliches Vertauschungsverhalten der beiden zum EP geho¨renden Eigenfunk-
tionen untersuchen zu ko¨nnen, werden nach Abschnitt 2.3.4 fu¨r jeden hervorgehobenen
Punkt in Abbildung 5.4a die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilungen beider Zusta¨nde
berechnet und der Nummerierung entsprechend in den Abbildungen 5.5 und 5.6 darge-
stellt. Dabei wird die selbe farbliche Sortierung wie in Abbildung 5.4b verwendet, was
eine Zuordnung einer jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung zu ihrem jeweiligen Eigenwert
ermo¨glicht.
Die Auftragung der beiden zum EP geho¨renden Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Ei-
genzusta¨nde im Raum der semiparabolischen Koordinaten erlaubt nun einen Vergleich.
Beide Zusta¨nde besitzen die selbe Ausdehnung in diesem Raum, begrenzt durch einen
scharfen Abfall bei etwa µr = 15. Die Ionisationskante wird bis etwa νr = 36 aufgelo¨st.
Grundsa¨tzlich unterschieden werden beide Wahrscheinlichkeitsverteilungen durch ihre
Knotenlinienstruktur. An Position 0 in Abbildung 5.4a besitzt die als blau markierte
Verteilung fu¨r kleine Werte von νr eine Struktur aus parallelen Knotenlinien, wa¨hrend
sich die Struktur der rot markierten Verteilung eher gewunden zeigt.
Bei der Untersuchung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten zeigt sich, dass es nur dann
gro¨ßere Vera¨nderungen im Muster der Knotenlinien von Abbildung 5.5 und 5.6 gibt,
wenn der Pfad im Parameterraum nahe am EP verla¨uft und die beiden Eigenwerte in
Abbildung 5.4b nahe beieinander liegen. Der Pfad von Position 0 nach 5 verla¨uft entfernt
vom EP, die Eigenwerte liegen hier energetisch weiter auseinander. Hier vera¨ndert sich
das Muster der Knotenlinien praktisch nicht.
An Position 1 kommen sich die Eigenwerte in Abbildung 5.4b besonders nahe. Mit an-
deren Worten: diese Stelle im Parameterraum befindet sich nahe am EP, an welchem die
Eigenwerte entarten (Achtung: Abbildung 5.4a besitzt unterschiedlich skalierte Achsen,
der Weg um den EP ist demnach stark elliptisch). Das Muster der Knotenlinien zeigt
hier eine deutlich andere Struktur als an der Position 0.
An Position 1 sind auch erste Anzeigen der Entartung der Eigenfunktionen am EP zu
erkennen. In der mit Blau markierten Verteilung scheint bei etwa (µr = 4, νr = 12) das
Muster der
”
roten“ Verteilung durch. Hingegen zeichnet sich bei der
”
roten“ Verteilung
bei etwa (µr = 5, νr = 6) das Muster der parallelen Linien der blauen ab.
Die starke Vera¨nderung des Musters aus Knotenlinien ist bis zur Position 2 abgeschlos-
sen, auf dem relativ gro¨ßeren Pfad nach Position 3 gibt es kaum Vera¨nderungen. Erst auf
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Abbildung 5.5.: Teil Eins der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilungen der beiden zum
EP aus Abbildung 5.4a geho¨renden Eigenzusta¨nde, berechnet an der
jeweils durch Nummerierung festgelegten Position im Parameterraum.
Die farbliche Umrandung erlaubt die Zuordnung zu den zugeho¨rigen
Energieeigenwerten, dargestellt in Abbildung 5.4b.
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Abbildung 5.6.: Fortsetzung von Abbildung 5.5.
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dem Weg von Position 3 nach 5 kommen sich die Eigenwerte ein zweites Mal na¨her und
der Pfad la¨uft somit noch einmal nahe am EP vorbei. Die Abbildungen bei Position 4
verdeutlichen die große A¨nderungen im Aussehen der Struktur aus Knotenlinien.
Das Resultat der Untersuchung zeigt sich in den Abbildungen fu¨r Position 5. Das Aus-
sehen der Knotenlinien der blau markierten Verteilung hat sich bei einem vollen Umlauf
im Parameterraum um den EP von der parallelen, zur gewundenen Struktur vera¨ndert.
Gleichzeitig wechselt das Aussehen der
”
roten “ Verteilung von gewunden zu parallel
(wie schon angemerkt, zeigt sich beim Pfad von Position 5 nach 0 keine nennenswerte
Vera¨nderung mehr). Durch das Vorgehen der vorliegenden Arbeit kann demnach gezeigt
werden, dass nicht nur die beiden am EP beteiligten Eigenwerte bei einem vollsta¨n-
digen Umlauf im Parameterraum die Position tauschen, sondern auch die zugeho¨rigen
Eigenfunktionen dieses Vertauschungsverhalten in der Struktur ihrer Knotenlinien in
den Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilungen besitzen. Erst durch einen zweifachen
Umlauf um den EP kehrt das System zu seinem Ausgangszustand zuru¨ck.
5.3.1. Videos zum Vertauschungsverhalten
Zur Visualisierung des Vertauschungsverhaltens der zugeho¨rigen Wellenfunktionen bei
einer Umkreisung eines exzeptionellen Punktes ist eine Darstellung nach den Abbildun-
gen 5.5 und 5.6 nicht optimal geeignet, um die U¨berga¨nge im Muster der Knotenlinien
in der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung fließend darzustellen. Dafu¨r wa¨ren sehr
viel mehr Bilder no¨tig, weshalb sich hier eine Animation dieses Sachverhalts in einem
Video anbietet.
Im Anhang dieser Arbeit findet sich eine CD, auf welcher eine ausgewa¨hlte Sammlung
dieser Videos fu¨r verschiedene EP gespeichert ist. Dazu muss die Umkreisung des EP
im Parameterraum in hinreichend kleine Schritte unterteilt werden, wobei die Bereiche
starker A¨nderung der Wellenfunktionen (d. h. dort, wo sich die beiden Resonanzen ener-
getisch sehr nahe kommen) wesentlich feiner zu unterteilen sind. Werden nun diese Bilder
zu einem Video zusammengefu¨gt, la¨sst sich das Vertauschungsverhalten der Wellenfunk-
tionen mit fließenden U¨berga¨ngen betrachten. Zusa¨tzlich sind jeweils Parameterraum
und Energieraum mit vertauschenden, farblich sortierten Eigenwerten abgebildet.
5.4. Visualisierung der Wellenfunktion am EP
Nachdem das Vertauschungsverhalten der beiden Wellenfunktionen eines EP bei dessen
Umkreisung im Parameterraum nachgewiesen werden konnte, stellt sich nun die Frage
nach dem Aussehen der Wellenfunktion direkt am EP. Nach Abschnitt 2.2.1 entarten an
einem exzeptionellen Punkt nicht nur die beiden Eigenwerte, sondern auch die beiden
Eigenvektoren. Ein erster Versuch zur Sichtbarmachung dieser Entartung bestand darin,
die beiden Wellenfunktionen der Abbildungen 5.5 und 5.6 direkt am zugeho¨rigen EP zu
visualisieren.
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(a) (b)
Abbildung 5.7.: Visualisierung der beiden Wellenfunktionen direkt am EP aus Abbil-
dung 5.4. Sie zeigen eine unterschiedliche Knotenlinienstruktur (parallel
und gewunden), welche nicht dem erwarteten, gleichen Aussehen auf-
grund der Entartung der Eigenfunktionen am EP entspricht. Auffa¨llig
ist bei beiden Bildern die Farbskala, welche bis zur Gro¨ßenordnung eins
geht und damit deutlich ho¨here Werte als in Abbildung 5.1 erreicht.
Die Erwartung, dass beide Wellenfunktionen hier gleich oder zumindest sehr a¨hnlich aus-
sehen, la¨sst sich mit diesem Verfahren jedoch nicht besta¨tigen. Die zwei resultierenden
Wellenfunktionen zeigen hier unterschiedliches Aussehen – einmal eine gewundene und
einmal eine parallele Knotenlinienstruktur (siehe Abbildung 5.7). Der Grund dafu¨r la¨sst
sich durch Abbildung 4.8 erkla¨ren. Am EP ist die betragsma¨ßige Differenz der Eigen-
werte
√|η| auf etwa 10−10 [a.u.] abgefallen. Dieser Wert ist zwar klein, aber noch nicht
numerisch Null. Das vorgestellte Verfahren erlaubt es demnach nicht, die Entartung
der Eigenwerte am EP vollsta¨ndig aufzulo¨sen. Das gleiche Problem ergibt sich fu¨r die
beiden zugeho¨rigen Eigenvektoren, welche numerisch nicht zur vollsta¨ndigen Entartung
gebracht werden ko¨nnen.
Auffa¨llig ist die Betrachtung der beiden Farbskalen in Abbildung 5.7. Sie erstrecken sich
bis zu einem maximalen Wert der Gro¨ßenordnung Eins, weitaus gro¨ßer als beispiels-
weise in Abbildung 5.1. Der Grund hierfu¨r liegt in der Normierung der beiden am EP
beteiligten Eigenvektoren |v1〉 und |v2〉. Im Rahmen der numerischen Lo¨sung von Glei-
chung (2.39) werden diese im allgemeinen Fall bei der Diagonalisierung so bestimmt,
dass
〈v1|v1〉 = 〈v2|v2〉 = 1 (5.2a)
〈v1|v2〉 = 0 (5.2b)
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gilt. Direkt am EP entarten die Eigenvektoren |v1〉 = |v2〉 jedoch, wodurch
〈v1|v2〉 = 1 (5.3)
gelten wu¨rde. Dieser Widerspruch fu¨hrt aufgrund der endlichen numerischen Genauigkeit
zu Fehlern und Divergenzen, einerseits in der Normierung, andererseits in der Farbskala.
Verdeutlichen lassen sich diese Divergenzen mit den Eigenvektoren des einfachen Ma-
trixmodells aus Gleichung (2.21). Diese besitzen direkt am EP die Norm Null und sind
somit nicht normierbar. Bei einer langsamen Anna¨herung an den EP wu¨rden auch diese
Eigenvektoren beim Versuch einer Normierung immer mehr divergieren. Die Divergenz
der Farbskala ist somit ein weiteres Maß dafu¨r, wie nahe der Scha¨tzwert fu¨r einen EP
am tatsa¨chlichen EP liegt.
Um eine Abscha¨tzung fu¨r die Visualisierung der Wellenfunktion direkt am exzeptionel-
len Punkt treffen zu ko¨nnen, soll an dieser Stelle die Abscha¨tzung fu¨r die vermutliche
Position EEP,guess des EP nach Abschnitt 4.3.2 herangezogen werden, wonach nahe am
EP na¨herungsweise
EEP,guess =
E1 + E2
2
(5.4)
gilt. Dabei sind E1 und E2 die beiden am EP beteiligten Eigenwerte. Nach Abbildung 4.8
konvergiert diese Abscha¨tzung wa¨hrend den Iterationsschritten auf Maschinengenauig-
keit und ist damit deutlich genauer, als sich die Entartung der beiden Energieeigenwerte
ausrechnen la¨sst.
Durch dieses Vorgehen motiviert, la¨sst sich der Eigenvektor |vEP〉 ebenfalls durch die
beiden (noch nicht ganz entarteten) Eigenvektoren |v1〉 und |v2〉 am EP abscha¨tzen
|vEP〉guess =
|v1〉+ |v2〉
2
. (5.5)
Werden nun zu Abbildung 5.7 analoge Bilder am EP mit den beiden Eigenvektoren |v1〉 =
|v2〉 = |vEP〉guess errechnet, so entstehen zwei vo¨llig gleiche Abbildungen. Eine davon
ist in Abbildung 5.8 dargestellt, welche somit als Abscha¨tzung fu¨r die Visualisierung
der Wellenfunktion direkt am EP gilt. Ein Blick auf die Farbskala zeigt, dass diese
hierdurch noch einmal um einen Faktor Zehn angestiegen ist und nun im Vergleich zu
Abbildung 5.1 volle fu¨nf Gro¨ßenordnungen ho¨her liegt. Abbildung 5.8 zeigt demnach
eine Wellenfunktion, die der wirklichen am EP sehr nahe kommt.
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Abbildung 5.8.: Visualisierung einer Abscha¨tzung fu¨r die entartete Wellenfunktion di-
rekt am EP aus Abbildung 5.4. Hierzu wurden die nach Gleichung (5.5)
abgescha¨tzten Eigenvektoren |v1〉 = |v2〉 = |vEP〉guess verwendet. Die
Farbskala liegt hier um fu¨nf Gro¨ßenordnungen ho¨her, verglichen mit Ab-
bildung 5.1, ein Hinweis, dass diese Wellenfunktion der tatsa¨chlichen am
EP sehr nahe kommt. Direkt am EP wu¨rde die Wellenfunktion aufgrund
seiner singula¨ren Struktur divergieren.
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6. Zusammenfassung und Ausblick
Nachdem im Wasserstoffatom in gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern im
Rahmen einer Doktorarbeit von Holger Cartarius das Auftreten exzeptioneller Punkte
besta¨tigt wurde [6], bestand in der Folge die erste Aufgabe der vorliegenden Masterarbeit
darin, diese bei Exzitonen in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern ebenfalls
zu finden. Mit Hilfe der numerischen Lo¨sung einer Eigenwertgleichung im Rahmen der
wasserstoffartigen Beschreibung eines Exzitons wurde zuallererst das Auftreten von Re-
sonanzen, d. h. metastabilen Zusta¨nden verifiziert. Durch die Auftragung des Realteils
der Energie einer gro¨ßeren Anzahl dieser Resonanzen bei verschiedenen a¨ußeren Feldsta¨r-
ken konnten vermiedene Kreuzungen zwischen diesen Zusta¨nden nachgewiesen werden.
Sie dienten dabei als Ausgangspunkt fu¨r die Suche nach exzeptionellen Punkten. Der
eigentliche Nachweis ihrer Existenz folgte dann u¨ber das Vertauschungsverhalten der
Eigenwerte bei adiabatischer Umkreisung des jeweiligen EP im Parameterraum, welcher
durch die Sta¨rke der beiden a¨ußeren Felder aufgespannt wird.
Nachdem das Auftreten von exzeptionellen Punkten im betrachteten System nachgewie-
sen werden konnte, stellte sich die Frage nach ihrer exakten Position in Parameter- und
Energieraum. Ausgehend von einem zweidimensionalen Matrixmodell zur Beschreibung
der beiden an der Bildung eines EP beteiligten Zusta¨nde ergab sich im Rahmen einer
linearen Na¨herung in den Feldsta¨rken die Dreipunktmethode von Uzdin et al [7], die es
erlaubte, diese exakte Position in einigen Fa¨llen zu bestimmen. In den meisten Fa¨llen
war dies so jedoch nicht oder nur mit großem numerischem Aufwand mo¨glich. Aus die-
sem Grund war es naheliegend, unter Hinzunahme der Terme quadratischer Ordnung in
den a¨ußeren Feldsta¨rken eine neue Methode zum Auffinden der exakten Position eines
EP in Parameter- und Energieraum zu entwickeln.
Bei dieser sog. Oktagonmethode muss die quantenmechanische Eigenwertgleichung ledig-
lich an den acht Eckpunkten eines Oktagons, sowie an dessen Mittelpunkt gelo¨st werden.
Alle weiteren Charakteristika, wie z. B. die Pfade der Eigenwerte im Energieraum bei
adiabatischer Umfahrung auf dem Umkreis des Oktagons im Parameterraum, lassen
sich u¨ber das zweidimensionale Matrixmodell bestimmen. So ist z. B. zur Betrachtung
des Vertauschungsverhaltens der Eigenwerte als Nachweis fu¨r einen EP keine aufwendi-
ge Rechnung mit einer großen Anzahl an Schritten mehr no¨tig, die quantenmechanische
Rechnung an den neun Oktagonpunkten genu¨gt.
Mit Hilfe der Oktagonmethode findet sich ein iterativer Algorithmus, a¨hnlich einem
Newtonverfahren, durch welchen sich die exakte Position des EP in Parameter- und
Energieraum mit hoher Pra¨zision bestimmen la¨sst. Die Oktagonmethode erwies sich als
deutlich stabiler als die Dreipunktmethode. So genu¨gten hier zur Konvergenz an die
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exakte Position des EP meist die groben Parameter einer vermiedenen Kreuzung. Die
Tatsache, dass die Struktur eines EP u¨ber das zweidimensionale Matrixmodell mit in die
Oktagonmethode eingeht und somit die quantenmechanische Rechnung an nur wenigen
Punkten durchgefu¨hrt werden muss, verringert den Zeitaufwand eines Iterationsschrittes
auf etwa eine Minute, sofern die Rechnungen parallel ausgefu¨hrt werden.
Der Preis ho¨herer Genauigkeit der Oktagonmethode wird allerdings dadurch gezahlt,
dass im Gegensatz zur Dreipunktmethode die Eindeutigkeit der Lo¨sung eines Iterations-
schrittes verloren geht. Im schlimmsten Fall muss aus vier verschiedenen Lo¨sungen die
richtige ausgewa¨hlt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dieses Problem ebenfalls
gelo¨st, wobei die Auswahl der richtigen Lo¨sung ohne quantenmechanische Rechnung aus-
kommt und somit den Algorithmus nicht nennenswert verlangsamt.
Durch die Berechnungen mit der Oktagonmethode wurden in der vorliegenden Mas-
terarbeit beim Exziton in parallelen elektrischen und magnetischen Feldern u¨ber 45
verschiedene EP gefunden, welche fu¨r ho¨here Feldsta¨rken auch oberhalb der Ionisations-
kante (definiert als Nullenergie bei Abwesenheit externer Felder) auftreten ko¨nnen. Im
Gegensatz zu den EP in atomarem Wasserstoff liegen im Falle von Cu2O ein Großteil
der gefundenen EP in einem experimentell zuga¨nglichen Parameterbereich, wodurch die
experimentelle U¨berpru¨fung der theoretischen Vorhersagen dieser Arbeit mo¨glich ist.
Im letzten großen Abschnitt der Masterarbeit sollten die Wellenfunktionen von an der
Bildung eines EP beteiligten Resonanzen na¨her untersucht werden. Dazu wurde die Orts-
darstellung einer solchen Wellenfunktion durch eine der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Elektrons entsprechende Gro¨ße im Raum der semiparabolischen Koordinaten fu¨r
verschiedene Konvergenzparameter diskutiert. Anschließend konnte das Vertauschungs-
verhalten nicht nur der Eigenwerte, sondern auch der zugeho¨rigen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichten (und somit Wellenfunktionen) der Eigenzusta¨nde bei adiabatischer
Umkreisung um den EP im Parameterraum sowohl im Rahmen einer Bilderserie, als
auch durch ein Video, nachgewiesen werden. Fu¨r beide am EP beteiligten Resonanzen
unterscheidet sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung durch charakteristische
Knotenlinien, welche ihre Struktur bei einem vollen Umlauf im Parameterraum gerade
vertauschen.
Anschließend wurde versucht, die Wellenfunktionen und ihre Entartung direkt am EP zu
visualisieren. Aufgrund einer widerspru¨chlichen Normierungsbedingung war dies durch
einfache Rechnung nicht mo¨glich. U¨ber die Mittlung der beiden zum EP geho¨renden
Eigenvektoren konnte letztendlich trotzdem ein Scha¨tzwert fu¨r die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsverteilung direkt am EP gegeben werden.
Fu¨r zuku¨nftige Forschungen verbleiben noch einige ungelo¨ste Aufgaben. Auf der einen
Seite besteht die Mo¨glichkeit, die theoretischen Vorhersagen dieser Arbeit im Experi-
ment zu u¨berpru¨fen. Da die gefundenen EP im Falle von atomarem Wasserstoff nicht
im experimentell zuga¨nglichen Bereich liegen muss hierbei mit Exzitonen im Festko¨rper
(z.B. Cu2O nach Ref. [1]) gearbeitet werden. Hierzu ko¨nnten Photoabsorbtionsspektren
der an einem EP beteiligten Zusta¨nde bei seiner adiabatischen Umkreisung aufgenom-
men werden. Diese lassen sich anschließend mit der Methode der harmonischen Inversion
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nach Ref. [22] untersuchen. Durch eine Erweiterung dieser Methode in Ref. [23] wa¨re ei-
ne Untersuchung auch direkt am EP denkbar. Auf theoretischer Seite bietet sich die
Mo¨glichkeit, das Modell der wasserstoffartigen Beschreibung eines Exzitons unter Zuhil-
fenahme verschiedener Effekte im Festko¨rper noch weiter zu verfeinern. So ko¨nnte z. B.
eine komplexere Bandstruktur mit mehr als einem Valenz- und Leitungsband betrachtet
werden. Eine andere Mo¨glichkeit stellt die Beru¨cksichtigung von Austausch- und Korre-
lationseffekten nach Ref. [11] oder die Wechselwirkung des Exzitons mit den Phononen
im Festko¨rper dar.
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A. Zweidimensionaler harmonischer
Oszillator
In kartesischen Koordinaten lautet der Hamiltonoperator des zweidimensionalen harmo-
nischen Oszillators
H =
1
2
(
p21 + p
2
2
)
+
1
2
(
x21 + x
2
2
)
= −1
2
(
∂2
∂x21
+
∂2
∂x22
)
+
1
2
(
x21 + x
2
2
)
. (A.1)
Die zugeho¨rige Schro¨dingergleichung la¨sst sich in den Koordinaten x1 und x2 trennen
und durch die Einfu¨hrung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ai =
1√
2
(xi + ipi) , a
+
i =
1
2
(xi − ipi) (A.2)
wie im eindimensionalen Fall lo¨sen. Mit Hilfe der Operatoren (A.2) la¨sst sich der Hamil-
tonoperator in die Form
H =
(
a+1 a1 +
1
2
)
+
(
a+2 a2 +
1
2
)
(A.3)
bringen. Die Eigenzusta¨nde mit den Besetzungszahlen ni ∈ N0 lauten |n1, n2〉 wobei gilt
H |n1, n2〉 = (n1 + n2 + 1) |n1, n2〉 . (A.4)
Im zweidimensionalen Fall ist der Drehimpuls
L = x1 p2 − p1 x2 (A.5)
eine Konstante der Bewegung, weshalb sich neben den Besetzungszahloperatoren nˆi =
a+i ai ein anderer vollsta¨ndiger Satz kommutierender Observablen finden la¨sst. Die Ar-
gumentation folgt dabei dem Vorgehen in [24]. Mit Hilfe der Operatoren aus Glei-
chung (A.2) lassen sich neue Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definieren
A± =
1√
2
(a1 ∓ ia2) , (A.6a)
A+± =
1√
2
(
a+1 ± ia+2
)
, (A.6b)
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welche die selben Vertauschungsrelationen erfu¨llen
[Ar, As] =
[
A+r , A
+
s
]
= 0 , (A.7a)[
Ar, A
+
s
]
= δr,s . (A.7b)
Hierbei bezeichnet δr,s das Kronecker-Delta, das fu¨r r = s gleich Eins ist und Null sonst.
Nun lassen sich neue Besetzungszahloperatoren nˆ± = A+±A± definieren. Die Eigenzu-
sta¨nde des Hamitonoperators lauten analog zum obigen Fall |n+, n−〉 mit den Beset-
zungszahlen n± ∈ N0 der ”±-Quanten“. Durch Linearkombination der Operatoren nˆ±
ergeben sich zwei kommutierende Observablen, die Gesamtbesetzungszahl1
N = nˆ+ + nˆ− (A.8)
und der Drehimpuls
L = nˆ+ − nˆ− . (A.9)
Fu¨r diese Operatoren gelten die folgenden Vertauschungsrelationen
[L,A±] = ∓A± , (A.10a)[
L,A+±
]
= ±A+± , (A.10b)
[N,A±] = −A± , (A.10c)[
N,A+±
]
= A+± . (A.10d)
Weiterhin ergeben sich die Eigenwertgleichungen
N |n+, n−〉 = (n+ + n−) |n+, n−〉 , (A.11)
L |n+, n−〉 = (n+ − n−) |n+, n−〉 , (A.12)
H |n+, n−〉 = (n+ + n− + 1) |n+, n−〉 . (A.13)
Alternativ zu den Besetzungszahlen n± kann auch die Gesamtbesetzungszahl
n = (n+ + n−) ∈ N0 (A.14)
und die Drehimpulsquantenzahl
m = (n+ − n−) ∈ Z (A.15)
eingefu¨hrt werden, wobei gilt
H |n,m〉 = (n+ 1) |n,m〉 , (A.16)
L |n,m〉 = m |n,m〉 . (A.17)
1Dabei gilt N = nˆ+ + nˆ− = nˆ1 + nˆ2.
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Nach [6] ergibt die Anwendung der Operatoren A± und A+± auf die |n,m〉 Zusta¨nde
A± |n,m〉 = ±
√
n±m
2
|n− 1,m∓ 1〉 , (A.18a)
A+± |n,m〉 = ±
√
n±m
2
+ 1 |n+ 1,m± 1〉 . (A.18b)
Soll die Schro¨dingergleichung des zweidimensionalen, harmonisches Oszillators in Polar-
koordinaten gelo¨st werden, so stellen die Zusta¨nde |n,m〉 eine geeignete Basis dar. Wird
die Transformation (
x1
x2
)
=
(
ρ cos(ϕ)
ρ sin(ϕ)
)
(A.19)
in die Gleichungen (A.1) und (A.5) eingesetzt, so folgt2
H = −1
2
(
1
ρ
∂
∂ρ
ρ
∂
∂ρ
+
1
ρ2
∂2
∂ϕ2
)
+
1
2
ρ2 , (A.20)
L = −i ∂
∂ϕ
. (A.21)
Ein Vergleich zu den Operatoren Hµ und Hν in Gleichung (2.38) zeigt, dass der Ha-
miltonoperator (A.20) die selbe Form besitzt. Gleichung (2.38) beinhaltet demnach zwei
zweidimensionale harmonische Oszillatoren der Form (A.20), die aufgrund der Erhaltung
des Drehimpulses bei einem Wasserstoffatom in parallelen Feldern die selbe Variable ϕ
und somit die selbe Drehimpulsquantenzahl m besitzen. Aus diesem Grund empfiehlt es
sich, eine geeignete Sortierung der Zusta¨nde fu¨r feste Werte von m zu finden.
Nach Abbildung A.1 kann eine Quantenzahl Nρ ∈ N0 mit ρ ∈ {µ, ν} definiert werden,
welche fu¨r m < 0 mit n+ und fu¨r m > 0 mit n− des jeweiligen Oszillators u¨bereinstimmt3.
Anstelle Gleichung (A.14) la¨sst sich folglich auch definieren
n+ + n− = 2Nρ + |m| . (A.22)
Mit Hilfe von Gleichung (A.15) ergeben sich die folgenden Beziehungen
n+ = Nρ +
|m|+m
2
, (A.23)
n− = Nρ +
|m| −m
2
. (A.24)
2Dabei la¨sst sich ausnutzen, dass L2z = ρ
2 ~p 2 − (~r · ~p )2 ist, d. h. der zweidimensionale Spezialfall der
(dreidimensionalen) Relation ~p 2 = p2r + ~L
2/r2 mit dem Radialimpuls pr = −i 1r ∂∂r r.
3Die Unterscheidung nach ρ wird an dieser Stelle wichtig, da jeder der beiden zweidimensionalen
harmonischen Oszillatoren eigene
”
±-Quanten“ besitzt.
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Abbildung A.1.: Verschiedene Mo¨glichkeiten fu¨r die Benennung der Energieniveaus mit
Quantenzahlen. Nach Gleichung (A.22) lassen sich n+ und n− in Nρ
und m umschreiben, wobei m = n+ − n− gilt.
An dieser Stelle ist anzumerken, dass sich nach [25] die zugeho¨rigen neuen Eigenzusta¨nde
|Nρ,m〉 auch als Eigenzusta¨nde eines Satzes hermitscher Operatoren
Sx =
1
4
(
−1
ρ
∂
∂ρ
ρ
∂
∂ρ
+
m2
ρ2
− ρ2
)
, (A.25a)
Sy = − i
2
(
1 + ρ
∂
∂ρ
)
, (A.25b)
Sz =
1
4
(
−1
ρ
∂
∂ρ
ρ
∂
∂ρ
+
m2
ρ2
+ ρ2
)
(A.25c)
ergeben, welche einer SO(2,1)-Algebra gehorchen
[Sx, Sy] = −iSz , (A.26a)
[Sy, Sz] = iSx , (A.26b)
[Sz, Sx] = iSy . (A.26c)
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Fu¨r die Wirkung dieser Operatoren auf die Eigenzusta¨nde |Nρ,m〉 gilt
Sz |Nρ,m〉 = 1
2
(2Nρ + |m|+ 1) |Nρ,m〉 , (A.27a)
S+ |Nρ,m〉 = −
√
(Nρ + |m|+ 1) (Nρ + 1) |Nρ + 1,m〉 , (A.27b)
S− |Nρ,m〉 = −
√
Nρ (Nρ + |m|) |Nρ − 1,m〉 , (A.27c)
S2 |Nρ,m〉 = 1−m
2
4
|Nρ,m〉 . (A.27d)
Hierbei wurden die Leiteroperatoren S± = Sx± iSy sowie der Casimiroperator verwendet
S2 = S2x + S
2
y − S2z =
1−m2
4
. (A.28)
Ein Vergleich der Gleichungen (A.20) und (A.25c) zeigt, dass durch Trennung des Win-
kelanteils in der Schro¨dingergleichung H Ψ = EΨ sich
Ψ (ρ, ϕ) =
1√
2pi
ψ (ρ) eimϕ (A.29)
schreiben la¨sst als
2Sz ψ = Eψ . (A.30)
Die fu¨r die Matrixdarstellung der Schro¨dingergleichung (2.39) beno¨tigten Relationen
ergeben sich nach [25] aus obigen U¨berlegungen zu
Hρ |Nρ,m〉 = (2Nρ + |m|+ 1) |Nρ,m〉 , (A.31a)
L |Nρ,m〉 = m |Nρ,m〉 (A.31b)
ρ2 |Nρ,m〉 =−
√
Nρ (Nρ + |m|) |Nρ − 1,m〉 ,
+ (2Nρ + |m|+ 1) |Nρ,m〉 (A.31c)
−
√
(Nρ + 1)(Nρ + |m|+ 1) |Nρ + 1,m〉
ρ4 |Nρ,m〉 = +
√
(Nρ − 1)Nρ (Nρ + |m| − 1) (Nρ + |m|) |Nρ − 2,m〉
− 2 (2Nρ + |m|)
√
Nρ (Nρ + |m|) |Nρ − 1,m〉
+ [(2Nρ + |m|+ 1) (2Nρ + |m|+ 2) + 2Nρ (Nρ + |m|)] |Nρ,m〉 (A.31d)
− 2 (2Nρ + |m|+ 2)
√
(Nρ + 1) (Nρ + |m|+ 1) |Nρ + 1,m〉
+
√
(Nρ + 1) (Nρ + 1) (Nρ + |m|+ 1) (Nρ + |m|+ 2) |Nρ + 2,m〉 .
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B. Hartree-Einheiten
Zur Festlegung der Hartree-Einheiten werden vier Definitionen beno¨tigt, die sich durch
die folgenden Punkte ausdru¨cken lassen:
1. Einheit der Masse ist die Masse me eines Elektrons.
2. Ladungen werden in Einheiten der Elementarladung e gemessen.
3. Die Einheit des Drehmoments ist das reduzierten Planck’schen Wirkungsquantum
~ = h/(2pi).
4. La¨ngen werden in Einheiten des Bohrschen Radius a0 = 4pi ε0 ~2/(me e2) gemessen.
Formal werden die Hartree-Einheiten oft durch Setzen von ~ = 4pi ε0 = me = e = 1 ein-
gefu¨hrt, wodurch diese Gro¨ßen dimensionslos werden. Bei Gro¨ßen, welche im SI-System
eine Dimension besitzen, aber in Hartree-Einheiten dimensionslos sind, wird u¨blicherwei-
se als Einheit formal a.u. verwendet. So besitzt der Grundzustand des Wasserstoffatoms
in Hartree-Einheiten die Energie E = −0,5 a.u. oder bezeichnet eine Masse von zwei a.u.
das doppelte der Elektronenmasse.
Der Vorteil bei der Verwendung von Hartree-Einheiten ist, dass die Rechnungen der
vorliegenden Arbeit somit dimensionslos und materialunabha¨ngig durchgefu¨hrt werden
ko¨nnen. Die Materialparameter verstecken sich in den Einheiten. So entspricht z. B. eine
magnetische Feldsta¨rke von Eins in Hartree-Einheiten entweder einer magnetischen Feld-
sta¨rke von 2,350 517 · 105 T bei einer Betrachtung von atomarem Wasserstoff oder einer
magnetischen Feldsta¨rke von 603,4 T bei einer Betrachtung von Cu2O. Analog entspricht
eine elektrische Feldsta¨rke von Eins in Hartree-Einheiten entweder 5,142 206 · 1011 V
m
im
Falle des Wasserstoffatoms oder 1,760 · 108 V
m
fu¨r Cu2O.
Selbiges Pha¨nomen tritt auch bei der Betrachtung der Energieskala auf. So enspricht
der Energie des Wasserstoff-Grundzustandes mit −0,5 a.u. im Falle von atomarem Was-
serstoff eine Energie von −13,606 eV, wa¨hrend die entsprechende Energie in Cu2O mit
−0,092 eV wesentlich kleiner ist. Weitere Informationen zu den Hartree-Einheiten finden
sich in Tabelle B.1.
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Tabelle B.1.: Umrechnung von Hartree-Einheiten in SI-Einheiten. Die Werte fu¨r ato-
maren Wasserstoff entstammen Ref. [26]. Die Werte fu¨r Cu2O wurden fu¨r
die reduzierte Masse me = 0,38me,vac und die relative Dielektrizita¨tszahl
εr = 7,50 aus Ref. [13] nach den entsprechenden Formeln berechnet (me,vac
bezeichnet die Masse eines Elektrons im Vakuum). Hierzu muss jeweils ε0
mit ε = εr ε0 ersetzt werden. Anmerkung: Da die Werte fu¨r die reduzier-
te Masse und die dielektrische Konstante in Ref. [13] nur relativ ungenau
bestimmt sind, macht es fu¨r Cu2O keinen Sinn, die jeweiligen Zahlenwerte
genauer anzugeben.
Gro¨ße Hartree-Einheit Wert fu¨r H-Atom Wert fu¨r Cu2O
Energie Eh = me e
4/(4pi ε0 ~)2 4,359 744 · 10−18 J 2,945 · 10−20 J
Zeit ~/Eh 2,418 884 · 10−17 s 3,581 · 10−15 s
La¨nge a0 = 4pi ε0 ~2/(me e2) 0,529 177 · 10−10 m 1,044 · 10−9 m
Masse me 9,109 382 · 10−31 kg 3,462 · 10−31 kg
Ladung e 1,602 176 · 10−19 C 1,602 · 10−19 C
Impuls ~/a0 1,992 852 · 10−24 kg ms 1,010 · 10−25 kg ms
Drehimpuls ~ = h/(2pi) 1,054 572 · 10−34 Js 1,055 · 10−34 Js
El. Feldsta¨rke Eh/(e a0) 5,142 206 · 1011 Vm 1,760 · 108 Vm
Magn. Flussdichte ~/(e a20) 2,350 517 · 105 T 6,034 · 102 T
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